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摘  要 

高等数学以极限思想为基础，极限又以未定型极限的求解最难。求未定式的极限是高等数学中常见的题

型，而洛必达法则是众多方法中最行之有效的方法。但是洛必达法则不仅仅是唯一的求解方式，洛必达

法则常常与等价无穷小替换，四则运算法则，约去非零因子法，泰勒公式展开等方法结合使用，并且洛

必达法则的使用也有一些限制条件。本文针对分式未定式求极限的多解模式进行研究，特别针对未定式
0
0

型中
0 0

0
±

或者
0

0 0±
等分式未定式的求解给出了多种方式进行解答，讨论了分式未定式极限的基本求解方

法，并引入了泰勒n级无穷小等价替换对其难点进行了分析，力求将培养学生能力与课程教学紧密结合。 
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Abstract 
Higher mathematics is based on the idea of limit, and it is the most difficult to solve the undefined 
limit. Finding the limit of the undefined form is a common question type in higher mathematics, 
and Lobita’s rule is the most effective method among many methods. However, Lopida’s rule is not 
the only solution. Lopida’s rule is often used in combination with equivalent infinitesimal, equiva-
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lent infinity, four algorithms, reduce non-zero factors, Taylor expansion and other methods, and 
there are some restrictions on the use of Lopida’s rule. In this paper, we study the multiple solu-

tion mode of finding the limit of the fractional infinitive. Especially for undefined 0
0

 type 0 0
0
±  

or 0
0 0±

. The solution of the fraction infinitive gives a variety of ways to solve, the difficulties are 

analyzed by introducing Taylor’s n-order infinitesimal equivalent substitution and strives to 
closely combine the training of students’ ability with the course teaching. 
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1. 引言 

极限是高等数学中最基本的概念，也是学习微积分学的基础，在微积分学中占有很重要的地位。而

极限概念及其运算法则是初学高等数学的重点，也是难点。不定式极限的计算方法灵活多变，初学者在

求不定式的极限时，往往只会套用洛必达法则。不可否认洛必达法则是计算不定式极限的有效方法之一，

但在实际运用过程中初学者比较忽略洛必达法则的“局限性”和“使用范围”，从而导致求解出错。并且 

有些情况下使用洛必达法则反而会更复杂，未定式的类型有
0 , ,0 , ,1
0

∞∞
⋅∞ ∞ −∞

∞
等。其中

0
0
和

∞
∞

是最常

见的分式未定式，本文中对
0
0
类型下

0 0
0
±

或
0

0 0±
，分式未定式极限的计算方法结合实例探讨其多种求 

解方式。采用了洛必达法则[1] [2]与无穷小等价替换，四则运算法则，约去非零因子法，利用两个重要极

限[3] [4]和泰勒展开公式[5]等多种方法灵活结合的求解方法。这样能较清楚地知道哪些方法更容易接受，

更简单。针对函数在使用洛必达法则过于复杂，或者使用条件受限情况下引入了带皮亚诺余项的泰勒展 

开式，通过泰勒公式给出了泰勒 n 级无穷小等价，并针对
0
0
型中分子分母加减运算比如

0 0
0
±

或
0

0 0±
时 

进行泰勒 n 级无穷小等价替换。这样能够避开洛必达法则分子或者分母加减运算无法直接对其进行等价

替换的限制。 

2. 引入知识 

2.1. 无穷小的等价替换 

定理：当设 x c→ 时， ( )f x ， ( )g x ， ( )1f x ， ( )1g x 都是无穷小，且 ( ) ( )1~f x f x ， ( ) ( )1~g x g x ，

且
( )
( )

1

1

lim
x c

f x
A

g x→
= ，则 

( )
( )

( )
( )

1

1

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

=  
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2.2. 洛必达法则 

洛必达法则(
0
0
型)：设 ( )f x 与 ( )g x 满足条件： 

1) ( ) ( )lim lim 0
x c x c

f x g x
→ →

= = ； 

2) 在点 c 的某个去心领域内， ( )f x 和 ( )g x 可导，且 ( ) 0g x′ ≠ ； 

3) ( )
( )

lim
x c

f x
A

g x→
=

 
(或∞ )，则 

( )
( )

( )
( )

lim lim
x c x c

f x f x
g x g x→ →

′
=

′
 

2.3. 泰勒公式(带皮亚诺余项) 

根据同济大学数学系编高等数学教材，有带皮亚诺余项的泰勒展开公式定理如下： 
定理：设 ( )f x 在含有 0x 的领域内有 n 阶导数，则 x 在 0x 的领域时，有 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )20 0

0 0 0 0 0 02 !

n
n nf x f x

f x f x f x x x x x x x o x x
n

′′
′= + − + − + + − + −        (1) 

当 0 0x = 时，则式(1)变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
0 0

2 !

n
nnf f

f x f f x x x o x
n

′′
′= + + + + +                   (2) 

式(2)称为带有皮亚诺余项的麦克劳林公式。 
对函数 ( )f x 进行带皮亚诺余项的 n 级泰勒公式展开，如公式(2)，如果当 0x → 时， ( ) 0f x → ，这

时通过泰勒展开公式可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 0
~ 0 0

2 !

n
nf f

f x f f x x x
n

′′
′+ + + +                       (3) 

当 2n = 时， ( ) ( ) ( )~ 0 0f x f f x′+ ，记为泰勒 2 级无穷小等价； 

当 3n = 时， ( ) ( ) ( ) ( ) 20
~ 0 0

2
f

f x f f x x
′′

′+ + ，记为泰勒 3 级无穷小等价； 

式(3)记为泰勒 n 级无穷小等价。 
式(3)证明如下： 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
2

2

0
2

0
2

lim
0 0

0 0
2 !

0 0
0 0

2 !lim
0 0

0 0
2 !

1 lim
0 0

0 0
2 !

1 0 1

nx
n

n
nn

nx
n

n

nx
n

f x
f f

f f x x x
n

f f
f f x x x o x

n
f f

f f x x x
n

o x
f f

f f x x x
n

→

→

→

′′
′+ + + +

′′
′+ + + + +

=
′′

′+ + + +

= +
′′

′+ + + +

= + =
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常见的函数泰勒展开公式有： 

( )
( )

( ) ( )( )
3 5

2 1 2 11
sin

3! 5! 2 1 !

n
n nx xx x x o x

n
+ +−

= − + + + +
+

                      (4) 

( )
( )( )

2 13 5
2 1tan

3 5 2 1

n
nx x xx x o x

n

+
+= + + + + +

+
                         (5) 

3. 未定式
0
0
型多解模式研究 

文献[6]中给出了同济大学数学系编的第七版的《高等数学》(上册)第 136 页的例 10。 

函数极限 20

tanlim
sinx

x x
x x→

−
的多种求解方法，包含洛必达法则，等价无穷小的替换等方法，函数 2

tan
sin
x x

x x
−

是

属于未定式
0
0
型中

0 0
0
−

类型，针对分子或者分母中含有 0-0 型，如果直接对 0-0 中的某一项进行无穷小

替换，出现为 0 的情况，则不能直接对其中某一项进行无穷小替换，例如直接使用 tan ~x x 来直接替换

就会得到分子为 0x x− = ，就会出错。但是这个时候我们可以使用泰勒展开公式(5)对 tan x 进行带皮亚诺

余项的三级泰勒展开 ( )
3

3tan
3
xx x o x= + + ，根据公式(3)有 

( )

( )

3
3

3 30 0

3
3

3 30 0

tan 3lim lim

3 3

3lim lim 1 0 1

3 3

x x

x x

xx o xx
x xx x

xx o x

x xx x

→ →

→ →

+ +
=

+ +

+
= + = + =

+ +

 

所以
3

tan ~
3
xx x + 。直接利用这个结论下列函数极限 20

tanlim
sinx

x x
x x→

−
过程如下： 

3 3

2 2 30 0 0

tan 13 3lim lim lim
3sin sinx x x

x xx xx x
x x x x x→ → →

+ −−
= = =  

这样利用泰勒展开避免了直接出现分子或者分母为 0 的情况，求解过程清晰，并且简单容易理解，

所以当遇到使用洛必达法则比较复杂情形就可以考虑使用泰勒展开公式。 

下面来分析函数极限
2 sin

sin tan
x x
x x−

的多种求解方式。 

例：
2

0

sinlim
sin tanx

x x
x x→ −

 

错误求解：直接利用 sin ~x x ， tan ~x x 对分母中的 0-0 进行替换得到 
2 3 3

0 0 0

sinlim lim lim
sin tan 0x x x

x x x x
x x x x→ → →

= =
− −

 

注：此求解方式有错，当和差替换分子或者分母之后出现差为 0 的情况，是不能直接进行替换的。 
正确求解： 
解法一：首先使用等价无穷小的替换 sin ~x x 进行化简，然后使用洛必达法则对分子分母进行求导，

再对分母中的
2

1 cos ~
2
xx− 进行无穷小替换。 
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( )( )

2 3 2

0 0 0

2

2 2 2 2

3 20 0

2 2

20 0

2

20

sin 3lim lim lim
1sin tan sin tan cos

cos
3 cos 3 coslim lim
cos 1 cos 1 cos cos 1

3 coslim lim
cos 1 cos cos 1
3lim 3 2

2

x x x

x x

x x

x

x x x x
x x x x x

x
x x x x

x x x x

x x
x x x

x
x

→ → →

−> −>

−> −>

−>

= =
− − −

= =
− − + +

= ⋅
− + +

= ⋅ = −
−

 

注：此求解方法采用了无穷小替换，洛必达法则以及极限的四则运算法则。但是方法使用的先后顺

序有很大的技巧，比如如果第一步就使用洛必达法则对分子分母求导就会导致分母越来越复杂，而使得

随后求解不出结果。 
解法二：首先使用等价无穷小的替换 sin ~x x 进行化简，然后对分子中 sin x 和 tan x 利用上面的泰勒展

开公式(3) (4)进行三级泰勒展开得到 ( )
3

3sin
3!
xx x o x= − + 和 ( )

3
3tan

3
xx x o x= + + ，从而得到

3

sin ~
3!
xx x − ，

3

tan ~
3
xx x + 。然后利用等价替换来进行替换得到结果。 

2 3 3 3

33 30 0 0 0

sinlim lim lim lim 2
sin tan sin tan

23! 3

x x x x

x x x x x
x x x x xx xx x

→ → → → 
 


= = = = −
− −

−− − +


 

注：此求解方法采用了无穷小替换，并利用泰勒展开公式进行三级展开得到新的等价替换来替换分

子得到求解。此方法只要灵活的掌握了泰勒展开公式在分式未定式中
0 0

0
±

或者
0

0 0±
中的应用，这个方

法相比较于解法一求解过程会更简单更好理解。 
解法三：首先对原函数进行化简，然后利用等价无穷小替换原则和极限的四则运算法则 

2 2 2

0 0 0

2 2 2

20 0 0

2

20 0

sin sin sinlim lim lim
sin 1sin tan sin sin 1
cos cos

coslim lim lim cos
1 cos 11

cos 2

lim lim cos 2

2

x x x

x x x

x x

x x x x x x
xx x x x
x x

x x x x x
x x

x

x x
x

→ → →

→ → −>

→ →

= =
−  − − 

 

= = = ⋅
−− −

= ⋅ = −
−

 

解法四：首先对原函数进行化简，然后利用等价无穷小替换原则和极限的四则运算法则 

( ) ( )
2 3 3

0 0 0

2 2

20 0

sinlim lim lim
sin tan tan cos 1 cos 1

lim lim 2
cos 1

2

x x x

x x

x x x x
x x x x x x

x x
x x

→ → →

→ →

= =
− − −

= = = −
−

−
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注：虽然函数
2 sin

sin tan
x x
x x−

是
0
0
类型的未定式，但是解法三和解法四并没用采用洛必达法则，而是分 

析了函数能够在原基础上进行不同形式的化简，化简之后采用无穷小替换原则和极限的四则运算法则来

求解。解法三和解法四虽然都是对原函数进行化简，但是如何化简，什么时候进行无穷小的替换也决定

了函数求解过程的复杂难以程度。所以要熟练的掌握各类方法的用法，并能灵活地将各种方法结合使用。 

4. 小结 

本文通过例题探讨了利用洛必达法则，极限的四则运算法则，Taylor 公式求解，无穷小等价替换法 

则等来求解
0
0
类型下分子或者分母为和差情况下的多种求解模式，针对每种求解方法都给出小结，对于 

较复杂的函数求极限的问题，可以采用技巧性更强、解题效率更高的利用 Taylor 公式求极限的方法，以

达到快速求解复杂函数极限的目的。其他形式的未定式，经过转化若符合条件仍可使用本文得出的结论

进行求解。 
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