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摘  要 

界面问题用于各种工程应用和物理、化学、生物现象的建模，特别是涉及具有不同扩散性、密度、渗透

性或导电性的多种不同材料的现象，其在界面上由一定条件耦合。本文考虑具有溶解质输运的线性两相

流模型，分别在相界面处耦合非完美界面条件和Henry界面条件。由于解在界面上的跳跃使得解在各自

材料区域上具有比在整个区域上更高的正则性，针对这类界面问题的正则性分析，本文给出一个完整的

泛函分析过程，采用De Giorgi迭代方法证明该模型弱解的相关性质，进而证明弱解及其梯度的Hölder
连续性。此外，对于Henry界面问题，本文给出了梯度的 qL 估计(存在q > 2)。 
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Abstract 
Interface problems are used for various engineering applications and modeling of physical, chem-
ical, and biological phenomena, especially those involving a number of different materials with 
different diffusion, density, permeability or conductivity, which are coupled by certain conditions 
at the interface. In this paper, a linear two-phase flow model with solute transport is considered, 
coupling imperfect interface condition and Henry interface condition at the phase interface, re-
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spectively. Since the jump of the solution at the interface makes the solution have higher regulari-
ty in the respective material region than on the whole region, for the regularity analysis of such 
interface problems, this paper presents a complete functional analysis process, and uses the De 
Giorgi iteration method to prove the correlation properties of the weak solution of the model, and 
then prove the Hölder continuity of the weak solution and its gradient. In addition, for the Henry 
interface problem, this paper gives the qL  estimation of the gradient (q > 2 is present). 
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1. 引言 

当偏微分方程中的系数、或解、或法向流在界面处不连续时，就会产生界面问题。界面问题在自然

界以及科学与工程中都有应用。在材料科学中，文献[1]提出了一种聚合物基体复合材料的耦合扩散行为

模型，在由不同成分构成的复合材料的接触面上产生界面问题。在生物技术中被脂膜所包围的流体所形

成的生物膜模型在界面处的相互作用[2]。文献[3]研究了两相流体动力学界面模型的斯托克斯问题，在界

面处具有不连续的密度和粘度系数以及压力溶液。文献[4]考虑二维静止热传导椭圆界面问题，其传导系

数在光滑的内部界面上是不连续的。文献[5]提出一个基于区域分解理论的非完美界面问题的保极值迭代

方法，从而使得界面条件自然地嵌入到子域的边界条件中。针对非完美界面问题，文献[6]提出了一种保

持离散极值原理(DMP)和守恒性的有限体积格式。此外，界面问题也被应用于合金凝固、晶体生长以及

在生物系统中[7]等。 
考虑具有溶解质输运的线性两相流问题(见图 1)。设 ( )2n nΩ ⊂ > 是一个包含两相不可混溶，不可

压缩的流动系统(液–液或液–气)的有界区域，具有光滑边界 ∂Ω。 1Ω ⊂ Ω是一个开子区域且有边界
2CΓ∈ ，故有 2 1Ω = Ω Ω 。每个子域中分别包含一个相，这些相通过界面 1Γ = ∂Ω 分隔开。两相中都含

有一种溶解的物质，这种物质由于对流和分子扩散而被输运，并不粘附在界面上。在本文中，假设所考

虑的溶解质输运的两相流模型是理想模型，在每个相中都会发生对流传质和扩散传质。假设不会发生相

变，反应；界面处没有传质阻力；也不会因为传质而引起界面湍动等。 
 

 
Figure 1. Two-phase flow model 
图 1. 两相流模型 
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在相界面处，考虑定常界面情形。同时对于界面处考虑非完美界面条件[5] [6] [8]和 Henry 界面条件。

如果给定的数据，界面Γ和外边界 ∂Ω光滑，则问题的解在各个区域也非常光滑，但由于界面处的跳跃会

使得解的全局正则性降低。在文献[9]中，只给出了 Henry 界面问题弱解的适定性。而在本文中我们着重

讨论在上述两种界面条件下的线性两相流模型弱解的性质，我们的主要结论是在给定的 Sobolev 空间中，

利用 De Giorgi 迭代法来估计线性问题的弱解，得到弱解在界面附近的局部性质，在此基础之上可进一步

得到线性模型的弱解及其梯度的 Hölder 连续性。 
设溶解质的浓度为 ( )1 2,u u=u ，标量 ( ] ( ]1 1 2 2: 0, , : 0,u T u TΩ × → Ω × → ，这个问题可以用浓度为

( ),x tu 的对流–扩散方程来建模。n 为界面Γ上的单位外法向量，由 1Ω 指向 2Ω 。对于 1, 2i = ， ( )i i x=w w
为流体速度场， ( ),i iK K x t= 为扩散系数矩阵， ( ),m m x tΓ Γ= 为标量传输系数。 

非完美界面条件是指解在界面上的跳跃与界面两侧连续的法向流成正比。可得非完美界面问题的数

学模型公式如下： 

( )( ) ( ) ( ]
( )[ ] ( ) ( ]
( ) ( ) ( ]
( )
( ) ( ]

1 1

1 1 2 2

0

2

, , , , 1, 2, 0, ;

, , , , 0, ;
, , , , 0, ;

,0 , , 1, 2;
, 0, , 0, .

i
i i i i i i

i
i i

u
u div K x t u f x t x i t T

t
m x t K x t u x t T
K x t u K x t u x t T
u u x i
u t x t T

Γ Γ

∂
+ ⋅∇ − ∇ = ∈Ω = ∈

∂
= ∇ ⋅ ∈Γ ∈

∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∈Γ ∈
⋅ = ∈Ω =
⋅ = ∈∂Ω ∈

w

u n
n n                 (1.1) 

其中 [ ] 2 1u u
Γ ΓΓ

= −u ， ( ) ( )1 2
0 0 0,x u u=u ， ( )0 xu 满足非完美界面条件。 

Henry 界面条件要求界面在瞬间平衡的情况下，界面两侧的溶质浓度呈恒定比。同时施加另一个界

面条件，即要求法向流在界面处是连续的。故有 Henry 界面问题的数学模型公式如下： 

( )( ) ( ) ( ]
( ) ( ) ( ]

[ ] ( ]
( )
( ) ( ]

1 1 2 2

0

2

, , , , 1, 2, 0, ;

, , , , 0, ;
0, , 0, ;

,0 , , 1, 2;
, 0, , 0, .

i
i i i i i i

i
i i

u
u div K x t u f x t x i t T

t
K x t u K x t u x t T

x t T
u u x i
u t x t T

β
Γ

∂
+ ⋅∇ − ∇ = ∈Ω = ∈

∂
∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∈Γ ∈

= ∈Γ ∈
⋅ = ∈Ω =
⋅ = ∈∂Ω ∈

w

n n
u                 (1.2) 

其中 β 是分片常数，即在 iΩ 中 0iβ β= > ，一般有 1 2β β≠ 。[ ] 2 2 1 1u uβ β β
Γ ΓΓ

= −u 。 ( )0 xu 满足 Henry 界

面条件。 

2. 非完美界面模型 

在本节中，讨论非完美界面问题(1.1)。 

2.1. 函数分析框架 

对于 [ ]1,p∈ ∞ ，一般 Sobolev 空间记为 ( )1, pW Ω 。特别的， ( ) ( )1 1,2:H WΩ = Ω 。首先引进一些合适

的空间： 

( )
( ){ }

( ) ( )1 1
1 2

1
1 1

1
2 2 2 2

2 2 2
1 2 1 2

;

0 ;

,

|

V H H

V H

V v H v

V V V v v

∂Ω

Ω Ω

= Ω

= ∈ Ω =

= ×




 =



+




 v

 

令 ( ) ( )2 2
1 2H L L= Ω × Ω ， ( ) ( ) ( ){ }2 20, ; : 0, ; | 0, ;tW T V L T V L T V ′= ∈ ∈v v ，且 
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( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2
1 2

22 2 2 2 2
1 2 0, ; 0, ;

, .tH L L W L T V L T Vv v ′Ω Ω
= + = +v v v v  

由文献[10]的定理 3.13 (p. 175)可得 

( ) [ ]( )0, ; 0, ; ,W T V C T H  

其中表示嵌入。 
迹算子： 

( ) ( )2tr : , 1, 2 ,i
iV L iΓ → Γ =  

是有界的。令 ( )1 2
1 2tr tr , tru uΓ Γ Γ=


u ，并且 ( ) ( ) ( )

22 2 2
1 2

1 2tr tr trL L L
u uΓ Γ ΓΓ Γ Γ

= +u 。 

下面给出问题(1.1)中的系数的有关假设。 
假设 2.1.1 区域 1Ω 和 2Ω 是有界区域， Lip∂Ω∈ ，界面 2

1Γ = ∂Ω ∈C ， 1n− 为Γ上的 1n − 维 Hausdroff
测度。 

假设 2.1.2 
1) 假设 ( )( )1,2i i i= =xw w 在 iΩ 上是一个充分光滑的速度场，并且满足： 

i) ( ) ( )1 n

i iH⋅ ∈ Ω  w ， ( ) ( ) 0
i

i L
c∞ Ω

⋅ ≤ < ∞w ； 

ii) 由于流体是不可压缩的，故有在 iΩ 中 0idiv =w ； 
iii) 在界面Γ上速度场满足： 1 2 0⋅ = ⋅ =w n w n 。 
2) 扩散系数矩阵 ( )( ), 1, 2i iK K x t i= = 和标量传输系数 ( ),m m x tΓ Γ= 如下假设： 
i) 扩散系数矩阵 ( ) ( )( ), ,i

i pq pq
K t k t⋅ = ⋅ 在 iΩ 上是可测的，一致有界的和一致椭圆的，并且 iK 是对称的，

即存在常数 , 0λ Λ > 使得 

( )
[ ]

, 1
, . . 0, ;

i

n
i
pq Lp q

k a e t T∞ Ω
=

≤ Λ ∈∑  

并且对于任意 nξ ∈ ，在 iΩ 中几乎处处成立 

( ) [ ]2 2, , . . 0, .iK t a e t Tλ ξ ξ ξ ξ≤ ⋅ ≤ Λ ∈  

ii) 传输系数 ( ),m m tΓ Γ= ⋅ 在Γ上是可测的，并且存在常数 0m m≥ > 使得 

( ) ( ) [ ], , . . , 0, .m m x t m a e x t TΓ≤ ≤ ∈Γ×  

传输系数矩阵
m m

M
m m
Γ Γ

Γ Γ

− 
=  − 

，则 M 是半正定矩阵，并且对于任意 ( ) 2
1 2,r r= ∈r ，有 

. .

1 20 .
a e

M r r= ⇔ =r r  

在上述假设的基础之上，给出问题(1.1)的弱形式。给定 ( )( )2 20, ;i if L T L∈ Ω 。对于 ( )1 2,v v V∀ = ∈v ，

积分可得： 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1
1 1

d tr tr d d .
i i

i
i i i i i i i n i i

i i

u
v u v v K u x M f v x

x Γ Γ −Ω Γ Ω
= =

∂
+ ⋅ ∇ + ∇ ∇ + =

∂∑ ∑∫ ∫ ∫
  w u v  

记 

( )
2

1

d d ,
d i

i
i

i

u
v x

t tΩ
=

∂
=

∂∑∫
u v  
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
1

; , d tr tr d ,
i

i i i i i i n
i

a t t u v v K u x MΓ Γ −Ω Γ
=

= ⋅ ∇ + ∇ ∇ +∑∫ ∫
  u v w u v  

( )( )
2

1
d ,

i
i i

i
t f v x

Ω
=

= ∑∫ v  

所以(1.1)的变分问题为：设 ( ) ( )2
0 , 0, ;x H L T V ′∈ ∈u 。寻找弱下解(弱上解) ( )0, ;W T V∈u 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )0

d ; , , ;
d

0 .

a t t t V
t

x

 + ≤ ≥ ∀ ∈

 =


u v u v v v

u u
                         (2.1) 

如果u 既是弱下解，又是弱上解，则称u 是弱解。 
由文献[10] (p. 184 定理 3.16)可知，若要证明线性问题(2.1)弱解的存在唯一性，只需表明 ( )( ); ,a t tu v

在V V× 上是连续的和强制的。事实上，根据假设 2.1.2 和迹算子的有界性可得 ( )( ); ,a t tu v 是连续的。对

于 ( )( ); ,a t tu v 的强制性：任意 V∈v ，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1
1

; , d tr tr d ,
i

i i i i i i n
i

a t v v v K v x MΓ Γ −Ω Γ
=

= ⋅ ∇ ∇ ∇ ++∑∫ ∫
  v v w v v  

其中 

( )
2

1
d 0.

i
i i i

i
xv v

Ω
=

=⋅ ∇∑∫ w  

故有 

( ) { } ( ) ( ) ( )2 2
1 2

2 2 2
1 2 1 2 1; , min , d .nL La t m v v v vλ −Ω Ω Γ

 ≥ ∇ + ∇ + − ∫ v v  

由于 

( ) ( )( ) ( )1 2 2
2 2 2

2 2 22
2 2 2 2 2 2d ,H L Lv c v v s c v

Ω Ω Ω∂Ω
≤ ∇ + = ∇∫  

( ) ( )( )1 2
1 1

2 2 2
1 1 1 1 1d ,nH Lv c v v −Ω Ω Γ

≤ ∇ + ∫   

( ) ( ) ( )1
2

22 22 2 2
1 1 1 2 1 2 1 1 2 1 3 2d 2 d 2 d 2 d 2 ,n n n n Hv v v v v v c v− − − − ΩΓ Γ Γ Γ

≤ − + ≤ − +∫ ∫ ∫ ∫     

所以 

( ) { }
( ){ }

2 2
02

1 1 3 1 2

min ,
; , ,

max ,2 ,2 1 V V

m
a t

c c c c c
λ

α≥ =
+

v v v v  

其中 1 2 3, ,c c c 是常数。 

2.2. 预备知识 

以下定义和定理参考文献[11]和[12]：对于任意 ( ) ( ), , ,X Y TX x t Y y t Q= = ∈ ，令抛物距离为 

( )
1
2, max , .x yX Y x y t tδ

 
= − − 

 
  

假设 D 是 1n+
 中的有界区域，对于任意 X D∈ ，令 ( ) ( ), rD X r D Q X=  ，其中 

( ) ( ) ( )2 2,r r X XQ X B x t r t r= × − + ， ( )d diam D= 是 D 关于抛物距离的直径。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.122068


史雪婷，杨田洁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.122068 650 应用数学进展 
 

定义 2.2.1 (Morrey 空间)对于 1, 0p θ≥ ≥ ，令 ( ), ;pM Dθ δ 表示由 ( )pL D 中满足 

( ) ( )( ),

1

; ,, 0
: sup d ,p

pp

M D D XX D d
u u Y Yθ

θ
δ ρρ

ρ−

∈ ≥ >

 = < ∞ 
 

∫

 

的所有函数 u 所组成的赋范线性空间。特别地，若 nΩ ⊂  是有界区域，对于任意 x∈Ω ，记

( ) ( ), rx r B xΩ = Ω ， ( )1d diam= Ω ， ( )* ,d x y x y= − ，定义 ( ), *;pM dθ Ω 是由 ( )pL Ω 中满足 

( ) ( )( ), *

1

1

; ,, 0
: sup d ,p

pp

M d xx d
u u y yθ

θ
ρρ

ρ−
Ω Ω∈Ω ≥ >

 
= < ∞ 
 

∫  

的所有函数 u 所组成的赋范线性空间。 
定义 2.2.2 (Campanato 空间)对于 1, 0p θ≥ ≥ ，以 ( ), ;p Dθ δ 表示由 ( )pL D 中满足 

[ ] ( ) ( )( ),

1

,; ,, 0
: sup d ,p

pp
XD D XX D d

u u Y u Yθ
θ

ρδ ρρ
ρ−

∈ ≥ >

 = − < ∞ 
 

∫
 

的所有函数 u 所组成的赋范线性空间，其上的范数定义为 

( ) ( ) [ ] ( )( ), ,

1

; ;
,p p p

pp p
D L D D

u u uθ θδ δ
= +

  
 

且 ,Xu ρ 表示 u 在 ( ),D X ρ 上的积分平均值，即
( )

( )( ), ,

1 d
,X D X

u u Y Y
D Xρ ρρ

= ∫  

定义 2.2.3 (Hölder 空间)对于 0 1α< ≤ ，以 ( );C Dα δ 表示满足 

[ ] ( ) ( )
( );

, ,
: sup ,

,D
X Y D X Y

u X u Y
u

X Y αα δ∈ ≠

−
= < ∞



 

的所有函数 u 所组成的线性空间，其上的范数定义为 

[ ]; ;
sup .D D

D
u u u

α α
= +  

显然有 

( ) ( ); .C D C Dα δ   

令 ( )1 ;C Dα δ+
 表示由 ( )1 ;C D δ 中满足 

[ ] ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2
11 ;

, , , , , ,1 21 2

, ,
: sup sup ,

,

n
i i

D
X Y D X Y x t x t D t ti

D u X D u Y u x t u x t
u

tX Y t
α αα δ ++

∈ ≠ ∈ ≠=

− −
= + < ∞

−
∑



 

所有函数 u 所组成的赋范线性空间，其上的范数定义为 

[ ]1 ; 1 ;
1

sup sup .
n

iD D
D Di

u u D u u
α α+ +

=

= + +∑  

定义 2.2.4 称 D 是(A)型区域，如果存在常数 A，使得对于任意 ( ),0X D diam Dρ∈ < ≤ ，都有 

( ) ( ), .D X A Q Xρρ ≥  

定理 2.2.1 设 D 是(A)型区域， 1p ≥ ，则当 2 2n n pθ+ < ≤ + + 时， 
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( ) ( ), ; ; ,p D C Dθ αδ δ≅   

其中
( )2n
p

θ
α

− +
= ， A B≅ 表示 A B 与 B A 同时成立。 

在以后的小节中，记 

( ] ( ] ( )0, 0, 1,2 ;,T i iQ T Q T i= Ω× = Ω × =  

( ){ } ( ]( ), | , 0 0, ;p TQ x t x t T∂ = ∈Ω = ∂Ω×  

1 2sup max sup , sup ;
p T p T p TQ Q Q

u u
∂ ∂ ∂

  =  
  

u  

{ } ( ) { }: max ,0 , : max ,0 .v v v v v++ −= = − = −  

2.3. 弱解的极值原理 

引理 2.3.1 (文献([13], p. 95)引理 5.6)非负序列 ( )0,1,hy h =  满足递推关系式 1
1

h
h hy Cb y ε+
+ ≤ ，其中

1b > ， 0ε > ，则如果
2

11

0 :y C bε εθ
−−

≤ = ，必有 lim 0hh
y

→∞
= 。 

推论 2.3.1 令 ( )tϕ 是定义在 [ )0 ,k ∞ 上的非增非负函数，并且存在 0, 0, 1C α β> > > 使得对于任意

0h k k> ≥ ，有 ( )
( )

( )Ch k
h k

β

αϕ ϕ≤   −
，则当 ( )

1 1
1

0 2d C k
ββ
βα αϕ

−
− ≥   ，有 ( )0 0k dϕ + = 。 

定理 2.3.1 (极值原理)令问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2。如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱下解，且对于

某个常数 2p n> + ， ( ) ( )2 0, ; 1, 2
np

n p
i if L T L i+

 
∈ Ω =  

 
，则 

1 2

1 1

1 2 0max esssup ,esssup sup ,
p T

n p
Q Q Q

u u CF −+

∂

 
≤ + Ω 

 
u  

其中 C 仅依赖于 , , , ,n m p Tλ ， 1 2sup max sup , sup
p T p T p TQ Q Q

u u+ + +

∂ ∂ ∂

  =  
  

u ，且
( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

证明  令 0 sup
p TQ

k +

∂
= u ， for 0k k≥ ，取测试函数 ( ) ( )1 1 2 2,v u k v u k+ += − = − ，则

( ]2 0, 0Tv
∂Ω×

= ，且

( )1 2 0
,

t
v v

=
= =v 0。由于u 是弱下解，有 

( ) ( ) ( )( )
2 2

1 2 1 2 1
1 1

d d d ,
i i

i
i i i i i i i n i i

i i

u
v u v v K u x m u u v v f v x

t Γ −Ω Γ Ω
= =

∂
+ ⋅ ∇ + ∇ ∇ + − − ≤

∂∑ ∑∫ ∫ ∫
 w  

即， 

( ) ( ) ( )
2 22

1 2 1
1 1

d d d .
i i

i
i i i i i i i n i i

i i

v
v v v v K v x m v v f v x

t Γ −Ω Γ Ω
= =

∂
+ ⋅ ∇ + ∇ ∇ + − ≤

∂∑ ∑∫ ∫ ∫
 w  

由假设 2.1.2 可得 

( )
2 22 2

1 2 1
1 1

d d d .
i i

i
i i n i i

i i

v
v v x m v v f v x

t
λ −Ω Γ Ω

= =

∂
+ ∇ + − ≤

∂∑ ∑∫ ∫ ∫  

类似强制性的证明可得 
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( ) ( ) ( ) ( )
* *2 22

1 2

2 2 2 22
1 2 1 1 2

1
d ,

ii n L LL
i

v m v v C v vλ − Ω ΩΩ Γ
=

 ∇ + − ≥ + ∑ ∫   

其中 * 22
2

n
n

=
−

。 

记 ( ) ( ){ }( ), | , 1, 2i i i iu t k x u x t k iΩ ⋅ > = ∈Ω > =   ，故有 

( ) ( ) ( )
( )

( )* *2 2

22 2 2 2 12 2 2

1 1 1 1
d d , ,np

i ii i n p
i

i p
i i i i i i i iL L

i i i i L

v
v x C v f v x v C f u t k

t
ε ε

+

−

Ω ΩΩ Ω
= = = = Ω

 ∂  + ≤ ≤ + Ω ⋅ >   ∂  
∑ ∑ ∑ ∑∫ ∫   

取 ε 充分小，可得 

( ) ( )
( )

( )*2

22 2 2 12 2
0

1 1 1
d ,np

ii n p
i

i p
i i i i iL

i i i L

v
v x C v C f u t k

t
ε

+

−

ΩΩ
= = = Ω

∂
+  ≤ Ω ⋅ >

∂ ∑ ∑ ∑∫ 

 

上式两边对 t 从 0 到 T 积分 

( ) ( ) ( )
[ ]2 *2 2

22 2 2 12 2 2
0 0

0, ;1 1 1
,

i i

p
i i i iL L T Li i i

v T C CF Qv u k 
 


−

Ω
= = =


Ω

⋅ + ≤ >∑ ∑ ∑ 

 

因此 

( )
[ ]*2 2

22 2 12 2
0

0, ;1 1
.

i

p
i i i

L T Li i
v CF Q u k 

 

−

= =


Ω


≤ >∑ ∑ 

 

对于 h k> ， 

( ) ( ) ( ) [ ]
* *

*2 2

2 22 2 22 2 22
00, ;1 1 1

d d ,
ii

nT
n

i i i i
L T Li i i

v v x t C h k Q u h 


−

ΩΩ= = =
 

= ≥ − >∑ ∑ ∑∫ ∫ 
 

则 

( ) [ ] [ ]
2 22 2 12 2

0
1 1

.
n

n p
i i i i

i i
h k Q u h CF Q u k

−
−

= =

− > ≤ >∑ ∑   

令 ( ) [ ]
2

1
i i

i
k Q u kψ

=

= >∑  ，故有 

( ) ( )
( )
( )

*2 2
0 2 .

n p
p n

CF
h k

h k
ψ ψ

−
−

 ≤     − 
 

由推论 2.3.1 可得，对于 ( ) ( )
( )
( )

21 12 1 1
220 0 02
n p

n
p nn pn n pTd CF k CF Qψ
−

− − −−= ≤ ，有 ( )0 0k dψ + = ，即， 

2

1
[ sup 0.

p T
i i

Qi
Q u d+

∂=

> + =∑  u  

所以在 iQ 中，
1 1

0sup
p T

n pi T
Q

u CF Q −+

∂
≤ +u ，因此 

1 2

1 1

1 2 0max esssup ,esssup sup .
p T

n p
Q Q Q

u u CF −+

∂

 
≤ + Ω 

 
u  

□ 
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推论 2.3.2 令问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2。如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱解，且对于某个常数

2p n> + ， ( ) ( )2 0, ; 1, 2
np

n p
i if L T L i+∈ Ω

 
  =
 

则 

( ) ( ){ }1 2

1 1

1 2 1 2 0max , max sup , sup ,
p T p T

n p
L Q L Q

Q Q
u u u u CF∞ ∞

−

∂ ∂

  ≤ + Ω 
  

 

其中 C 仅依赖于 , , , ,n m p Tλ ，且
( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

2.4. 弱解的局部性质 

定义 2.4.1 称定义于 TQ 上的函数u 属于 De Giorgi 类，如果 ( )0, ;W T V∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，

且对于 ( ) ( ) ( ], 0 0 0 0, TQ X B x t t Qρ τ ρ τ= × + ⊂ ， ( ], 0,1k ε∈ ∈ ， ( ) [ ] ( )( )( )0 0 0 0, , ;x t C t t C B xρξ τ∞ ∞∈ + 满足

0 1ξ≤ ≤ ，并且 ( )0, 0tξ ⋅ = ，有下式成立： 

( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

2 2 2
, 0 0 ,0 0

0

0

2 2, 0 0 ,
,

2 2 22

1
, ;1 1

2

1 1 2 1

22 2 122* 2
0, , , ,

, ;1 1

sup ,

d d

0

i i

i

i i
L B L t t L Bt t t i i

t
nt B

p
i i iL Q L t t L Bi iL Q

u k t u k

m u k u k t

C u k F Q u k
t

ρ ρ

ρ

ρ τ ρ
ρ τ

ττ

τ

ρ τ ρ τ
τ

ξ λ ξ

ξ ξ

ξ ξ ∞
∞

± ±

+< ≤ + = =

+ ± ±
−Γ

−± ±

+= =

− ⋅ + ∇ −

+ − − −

 ∂  ≤ + ∇ − + − >

 
 
 
 

∂ 

∑ ∑

∫ ∫

∑ ∑







,


   (2.2) 

其中 , , , ,,i i i iB B Q Q Qρ ρ ρ τ ρ τ= Ω =  ， 0 , 1ρ τ< < ，常数 2p n> + ， 1 0λ > 只与 λ 有关， 1 2m m= ，

( )2
0 0 ,

2

0, , , ;
1

0np
n p

ii L t t L B
i

F f
ρρ τ τ +

 
 
 
 


=


+
= >∑ ， *C 依赖于 0, , ,n p cΛ ，记 De Giorgi 类为 

( ) ( )*
1 1 0, ,; , , , , ,T TDG Q DG Q m p n F Cρ τλ= 。如果 ( )0, ;W T V∈u ，且满足(2.2)+，则记 ( )TDG Q+∈u ；如果

( )0, ;W T V∈u ，且满足(2.2)-，则记 ( )TDG Q−∈u 。显然 ( ) ( ) ( )T T TDG Q DG Q DG Q+ −=  。 

定理 2.4.1 设问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2。如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱下解，且对于某个常数

2p n> + ， ( ) ( )2 0, ; 1, 2
np

n p
i if L T L i+∈ Ω

 
  =
 

，则 ( )TDG Q+∈u ；如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱上解，则

( )TDG Q−∈u 。其中 *C 依赖于 0, , ,n p cΛ ，并且 ( )2
0 0 ,

2

0, , , ;
1

np
n p

ii L t t L B
i

F f
ρρ τ τ +

 
 
 
 
 

+
=

= < ∞∑ 。 

证明 如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱下解，令 ( ) [ ] ( )( )( )0 0 0 0, , ;x t C t t C B xρξ τ∞ ∞∈ + 是 ( ), 0Q Xρ τ 上的截断

函数， ( )0 , 1x tξ≤ ≤ ，并且 ( )0, 0tξ ⋅ = 。记 ,  i iB Bρ ρ= Ω 。取测试函数为 ( ) ( )2 0 1,2i iv u k iξ += − ≥ = ，则 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

,

,

2
2 2 2

22
2

1 2 1
1

1
d

d d .

i

i

i
i i i i i i iB

n i iB

i

B
i

u k
u k u k u k u k K u k x

t

m u k u k f u k x

ρ

ρ ρ

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

+
+ + + + +

++ +

Γ
=

=

−

∂ −
− + ⋅ ∇ − − + ∇ − ∇ −

∂

+ − − − ≤ −

∑∫

∑∫ ∫






w
 

其中 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
, ,

2 2
2

1 1
d d ,

i i
i i i i i iB B

i i
u k u k x u k u k x

ρ ρ
ξ ξ ξ+ + + +

= =

⋅ ∇ − − = − ⋅ − ∇ −∑ ∑∫ ∫w w  
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( )( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )( ) ( )
2, ,,

2 2 22 2
2

1 1 1
d d .

i ii
i i i i i iB BL Bi i i

u k K u k x u k u k K x
ρ ρρ

ξ λ ξ ξ ξ+ + + +

= = =

∇ − ∇ − ≥ ∇ − − − ∇ ∇∑ ∑ ∑∫ ∫
   

则 

( )( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )

2, ,

, ,

, ,

2 2 2 2

1 2 1
1 1

2 22

1 1
2 22

2

1 1

d d

d d

d d .

i i

i i

i i

i

i i nB BL Bi i

i i i iB B
i i

i i i iB B
i i

u k
u k x u k m u k u k

t

u k x u k u k x
t

u k K x f u k x

ρ ρρ

ρ ρ

ρ ρ

ξ
ξ λ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

+

+ + + +
−Γ

= =

+ + +

= =

+ +

= =

∂ −
− + ∇ − + − − −

∂

∂
≤ − + ⋅ − ∇ −

∂

+ − ∇ ∇ + −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫







w  

由于 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )22 ,, ,,

2 2 2 22

1

2

11
d ,

i ii
i i i i iL QB L BL Bi i i

u k u k x u k u k
ρ τρ ρρ

ξ ξ ε ξ γ ε ξ ∞
+ + + +

= = =

⋅ − ∇ − ≤ ∇ − + ∇ −∑ ∑∫ ∑w  

( )
( )

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

*2 2 2,, , ,

2 22 2

1d ,
ii i i

i i i n iB BL B L B L B
u k C u k u k C u k

ρ ρρ ρ ρ

ξ ξ ξ ξ+ + + +
−∂ Γ

− ≤ ∇ − + − =
 
 
 

∇ −∫


 (2.3) 

则 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

*2,, ,

2 ,
,

1 12 2
2 2

,
1 1

22 22 12
,

1 1
.

d ,

,

np
n p

ii i

np
n p

i
i

p
i i i i i iL BB L Bi i

p
i i i iL BL Bi i

f u k x f u k B u t k

u k f B u t k

ρρ ρ

ρ
ρ

ρ

ρ

ξ ξ

ε ξ γ ε

+

+

−+ +

= =

−+

= =

− ≤ − ⋅ >  

≤ ∇ − + ⋅  >

∑ ∑∫

∑ ∑





 

取 ε 充分小，对于任意 ( ]0 0,t t t τ∈ + ，积分可得 

( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

2 2 2 0, 0 ,

2 2, 0 0 ,
,

2 2 22 2

1 1 1 2 1
, ;1 1

22 2 122* 2
0, , , ,

, ;1 1

, d d

0 .

i i

i

t
i i nt BL B L t t L Bi i

p
i i iL Q L t t L Bi iL Q

u k t u k m u k u k t

C u k F Q u k
t

ρρ ρ

ρ τ ρ
ρ τ

ρ τ ρ τ
τ

ξ λ ξ ξ ξ

ξ ξ ∞
∞

± ± ± ±
−Γ

= =

−± ±

+= =

− ⋅ + ∇ − + − − −

  ∂    ≤ + ∇ − + − >  ∂   

∑ ∑ ∫ ∫

∑ ∑







(2.4) 

对于(2.4)，在 ( ]0 0,t t τ+ 上关于 t 取上确界，有(2.2) + 成立。 
如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱上解，同理可证 ( )TDG Q−∈u 。 

□ 
注 2.4.1 如果 ( )TDG Q∈u ，则由(2.3)可得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

*2 2 2
, 0 0 ,0 0

0

0

2 2, 0 0 ,
,

2 22 2

, ;1 1

2

1 1 2 1

22 2 122* 2
0, , , ,

, ;1 1

sup ,

d d

0

i i

i

i i
L B L t t L Bt t t i i

t
nt B

p
i i iL Q L t t L Bi iL Q

u k t u k

m u k u k t

C u k F Q u k
t

ρ ρ

ρ

ρ τ ρ
ρ τ

ττ

τ

ρ τ ρ τ
τ

ξ λ ξ

ξ ξ

ξ ξ ∞
∞

± ±

+< ≤ + = =

+ ± ±
−Γ

−

 
 
 

± ±

+= =

− ⋅ + −

+ − − −

 ∂   ≤ + ∇ − + − >  ∂ 

∑ ∑

∫ ∫

∑ ∑







.


 
  

  (2.5) 

定理 2.4.2 (局部极值原理 )令 ( )TDG Q+∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，常数 2p n> + ，则对于任意

( ) ( ) ( 2
0 00 0 , ,0 1R TRQ X t R t QB x R× − = ⊂ < ≤ ，有 
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( )( )2 2 2
0 0 ,

,1 ,22 2

2 1

1 2 0,, ;
1

1max esssup ,esssup ,
R i

R R

n
p

i RL t R t L BnQ Q i
u u C u F R

R

−

−
=

 
  

≤ +
 
 








∑  

如果 ( )TDG Q−∈u ，则有 

( ) ( ) ( )( )2 2 2
0 0 ,

,1 ,2
2 2

2 1

1 2 0,, ;
1

1max esssup ,esssup ,
R i

R R

n
p

i RL t R t L BnQ Q i
u u C u F R

R

−

−
=

    − − ≤ +        

∑  

其中 C 仅依赖于 ( )TDG Q 的参数， ,R i R iQ Q Q=  ，并且 ( )2 2
0 0 ,

2

0, , ;
1

np
n p

R iR i L t R t L B
i

F f +
 
 
 
 
 

−
=

= < ∞∑ 。 

证明 下面只证明第一种情况。令 0 1,
2 2m m

R RRρ ρ += = + ； ( )0
1, 2 0,1, 2,

2m mk k k k m = = − = 
 

 ，其中

0k > 待定。令 ( ) ( ) ( 2
0 0 0 0,

m m mQ X B x t tρ ρ ρ = × − ，且取 ( ),m x tξ 是 ( )0m
Q Xρ 上的截断函数，并且满足 

( ) ( )( )( ) ( )
( )

( )
( )

1

2 2
0 0 0 0 0

2
2

1

, , ; ,0 1, , 0;

, 1,

.

;
m

m

m m m m

m

m
m

m m

x t C t t C B x t

x t Q

C n
t

ρ

ρ

ξ ρ ξ ξ ρ

ξ

ξ
ξ

ρ ρ

+

∞ ∞

+

 ∈ − ≤ ≤ ⋅ − =
 

=

∂
+ ∇ ≤





∂ −





 

应用公式(2.5)+，有 

( )
( )

( )
( )( )

[ ]*2 2 2 2
0 0 , 0 0 ,

2 2

222 2 22 2 12
1 1 0, , 12, ; , ;1 1 1

2 .
m m

m m
i im m

m
p

m i m i m i i m
L t t L B L t t L Bi i i

Cu k u k CF Q u k
Rρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

ξ
−+ +

+ + + 
 
 

− −= = =

− ≤ − + >∑ ∑ ∑ 

 

令 ( ) [ ]( )2
1 1 , 1mm m i i i mA k Q u kρ+ = += >  。首先取

1 1

0, 0,

n n
p p

mRk F RRF ρ

− −

≥ ≥ ，则有 

( )
( )

( )
( )( )

( )*2 2 2 2 2 2 2 10 0 , 0 0 ,

2 2 22 22 2 1
1 12, ; , ;1 1

2 .
n

m i m im m p

m
p

m i m i m m m
L t t L B L t t L Bi i

C Cku k u k A k
R

R
ρ ρρ ρ

ξ
 
− 

 

−+ +
+ +

−
 
 
 

−= =

− ≤ − +∑ ∑  

令 ( )
( )( )2 2

0 ,
2

0

2 2

, ;1 im m
m i m

L t t L Bi
u k

ρρ
ϕ +

−=

= −∑ ，则有 

( ) ( ) ( ) ( )0
2

0 ,

22 2 2
1 1 12 2

1
d d ,

2m im

t
m i m m m m m m mmt B

i

ku k x t k k A k A k
ρρ

ϕ +
+ + ++−

=

= − ≥ − =∑∫ ∫  

又因为 ( ) ( )( )*2 2
, , 1, 2

m mi iL B L B iρ ρ = ，则 

( )
( )

( ) ( )
( )*2 2

, ,

1

1 , 1 1, .
m

i im m

n
m i m i i m m i m

L B L B
u k C B u t k u k

ρ ρ
ρξ ξ+ +

+ + +− ≤ ⋅ > −  
 

故有 

( )
( )( )

[ ] ( )
( )*2 2 2 2 2 2

0 0 , 0 0 ,

22 2

1 , 1 1
, ; , ;

,
m

m i m im m

n
m i m i i m m i m

L t t L B L t t L B
u k Q u k u k

ρ ρ
ρ

ρ ρ
ξ ξ+ +

+ +  
 


−


+
−

− ≤ > −

 

所以 
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( )
( )( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

2 2 2
0 0 ,
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2 2

1 1
, ;1

2 2 2

1 1
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2 22 21
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m
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n
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R
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ρ

ρ

ρ

ρ

ϕ ξ

ξ

ϕ

ϕ ϕ

+
+ +

−=

+
+ +

−=

−

+ + 
− 

 

− ++ + 
 

 
− − 






 
 



 
 
 
 

≤ −

≤ −

≤ +

≤



+



∑

∑

.
 
 
 
 
 

 

令 ( ) ( )0 0
2 2

0 ,1 0 ,2

1 1
2 22 2

1 2
1 d d d d

R R

t t

t R B t R B
R

k u x t u x t
B − −

 
 ≥ +
  
∫ ∫ ∫ ∫ ，则 

( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2
0 0 , 0 0 ,

2 22 22
, ; , ;

1 1

1 1 1 ,
R i m im

i i mL t R t L B L t t L B
i iR R R

k u u
B B Bρρ

ϕ
− −

= =

≥ ≥ ≥∑ ∑  

因此 
2 2122 1

1 4 42 1
2 .

p nm
n m

m n
p n p

C

R k

ϕ
ϕ

− + + 
 

+  
− − 

 

≤  

令 2
m

m
R

y
k B
ϕ

= ，则 

2 22 12 1

1 2 .
m

p nn
m my C y

  − ++ 
 

+ ≤  

由引理 2.3.1 可得，如果 

2
2 21 1

0
0 02 2 ,n

R

y C
k B

α αϕ
θ

 − +−  
 = ≤ =                                (2.6) 

其中
2 2
n p

α = − ，即 

( )
( )( )2 2 2

0 0 ,

2 2
2

0
, ;1

,
R i

i R
L t R t L Bi

u k k Bθ+

−=

− ≤∑                             (2.7) 

则 lim 0mm
y

→∞
= ，所以在

,
2
R i

Q 中，我们有 2iu k≤ 。现在取 k 满足 ( )( )2 2 2
0 0 ,

2 22
, ;

10

1
R ii L t R t L B

iR

k u
Bθ −

=

≥ ∑ ，则条件(2.7)

成立，即(2.6)满足。总结以上关于 k 的选取，最终取 k 为 

( ) ( )0 0
2 2

0 ,1 0 ,2

1 1
1 2 22 2

0, 1 2
0

1 d d d d .
R R

n
t tp

R t R B t R B
R

k F R u x t u x t
Bθ

−

− −

 
 = + +
  
∫ ∫ ∫ ∫  

所以结论得证。 
□ 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.122068


史雪婷，杨田洁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.122068 657 应用数学进展 
 

有了局部极值原理之后，我们总假设弱解在界面附近是有界的。在此前提之下，将会得到弱解的一

些局部性质。为了适应方程的需要，下面对 De Giorgi 类的定义稍加修改。 
定 义 2.4.2 我 们 称 定 义 于 TQ 上 的 函 数 u 属 于 De Giorgi 类 ， 如 果 ( )0, ;W T V∈u ，

( ) ( ) ( ], 0 0 0 0, TQ X B x t t Qρ τ ρ τ= × + ⊂ ， ( ) ( ){ }1 21 2max ,L Q L Qu u M∞ ∞ ≤ ，并且存在 ( ]0,1δ ∈ ，使得对于任意 k

满足： 

( ) ( )
, ,1 , ,2

1 20 max esssup ,esssup ,
Q Q

u k u k M
ρ τ ρ τ

δ± ±  
 
  

< − − ≤  (2.8) 

有u 满足(2.2)，记 ( ) ( )*
1 1 0, ,; , , , , , ,T TDG Q DG Q M m n p F Cρ τλ∈ =u ，同样可定义 ( )TDG Q± 。 

引理 2.4.1 (De Giorgi lemma) (文献[13])设 ( )1,1
Ru W B∈ ，记 ( ) ( ){ }|RA k x B u x k= ∈ > ，则对于 l k> ，

有 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

d ,
n

A k A l
R

Rl k A l u x
B A k
β +

− ≤ ∇∫ 
 

其中 β 只依赖于 n。 
定理 2.4.3 令 ( )TDG Q+∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ， ( ) ( ) ( 2

0 0 0 0, ,0 1R R TQ X B x t R t Q R= × ⊂ <− ≤ ，

,1 ,2
1 2max esssup ,esssup

R RQ Q
u uµ ≥

 
 
 

，则存在 ( )0,1θ ∈ ，使得对于 k µ< ，如果 

[ ]
2

,
1

,R i i R
i

Q u k Qθ
=

> ≤∑                                    (2.9) 

( )
21

0: ,
n

pM H k M F Rδ µ
+

−
≥ = − > +                               (2.10) 

则 

,1 ,2
2 2

1 2max esssup ,esssup ,
2R RQ Q

Hu u µ
 
  ≤ − 
 
 

 

其中θ 仅依赖于 ( )TDG Q+
的参数，并且

( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

证明令 0 1,
2 2m m

R RR R R += = + ； ( )0 1, 0,1, 2,
2 2m m

H Hk H k k mµ µ += − = = − − =  。记 

( ) ( ) ( 2
0 0 0 0,

m mR R mQ X B x t R t = × − ，取与定理 2.4.2 中相同的截断函数 

( ) ( )( )( )2
0 0 0 0, , ;

mm m Rx t C t R t C B xξ ∞ ∞ − ∈ 。在(2.5)+中分别取 , ,
mR m mQ kξ 代替 , , ,Q kρ τ ξ ，则 

( )
( )

( )
( )( ) ( ) [ ]

*2 2 2
0 0 ,

2 2 2
0 0 ,

2 2

, ;1

22 2 22 2 1

0, ,2 , ;1 1

2 .

m R im

m m
m R im

m i m
L t R t L Bi

m
p

i m R R i i m
L t R t L Bi i

u k

C u k M F Q u k
R

ξ +

−=

−+

−

 


= =


 

−

 
≤ − + + > 

 

∑

∑ ∑ 

 

令 [ ]( )2
1 ,mm i R i i mA Q u k== >  ，则 

( )
( )( ) ( )

0
22 2 2 0 ,0 0 ,

2 22 2 2
,, ;1 1

d d .
m R i i mmm R im

t
i m mt R B u t kL t R t L Bi i

u k k x t H Aµ+

− ⋅ > −  = =

− ≤ − =∑ ∑∫ ∫
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又因为 

( )
( )

( )*2 2 2
0 0 ,

22 2 22 2
1 1 12, ;1

,
2m R im

n n
n nm i m m m m mmL t R t L Bi

Hu k C k k A Aξ
− −

+
+ + ++−=

 
 
 

 − ≥ − =  
 

∑  

所以 

( )
2 22 22 12

1 0,2 4 2

2 .
2 m

mn
n pm m R mm

H A C H A M F A
R

−
−

++

 
≤ + + 

 
 

由条件(2.10)可得， ( ) ( )
2 21 1

0 0, m

n n
p p

RH M F R M F R
+ +

− −
> + > + ，且 m RA Q≤ ，则有 

2 2
4 2 42 21 1

1 2 2 22 1 2 1

2 2 2 .

n n
n n

m m m
p pm m m mn n

p p

A C A A C A
R

R R

− −

− −
+    + +

− −   
   

   
   ≤ + ≤   
   
   

 

令 m
m

R

A
y

Q
= ，且 ( ]0,1R∈ ，则 

4 222 141 2221 22 1 2
2

2 2 .

nm nnnn m p nnp nm m mn n n
p n

y C A C y

R

  − − −  − −− +  +
− + +  − 

≤ ≤  

注意
21 1

2
n

p n
 
− >  − 

，由引理 2.3.1 可得，存在 ( )0,1θ ∈ 使得当
[ ]

2

,
1

0

R i i
i

R

Q u k
y

Q
θ=

>
= ≤
∑ 

，有

lim 0mm
y

→∞
= 。所以在

,
2
R i

Q 中，
2i
Hu µ≤ − 。因此结论得证。 

□ 
定理 2.4.4 令 ( )TDG Q+∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，如果 ( ) ( ) ( 2

2 0 2 0 0 0
ˆ ,R R TQ X B x t R t Q× = − ⊂ ，

10
2

R< ≤ ，
2 ,1 2 ,2

1 2
ˆ ˆ

max esssup ,esssup
R RQ Q

u uµ ≥
  
 
  

，对于 0 k Mµ δ< − ≤ ， 0 1σ< < ，u 满足 

( ) ( )2
, 0 ,, 1 ,R i i R iB u t R k Bσ⋅ − > ≤ − 

                             (2.11) 

其中 2 , 2
ˆ ˆ

R i R iQ Q Q=  ， ( ), 1, 2R i R iB B i= Ω = ，则存在 ( ) 1s s σ= ≥ ，使得或者 

( )
21

0: 2 ,
n

s pH k M F Rµ
+

−
= − ≤ +                                (2.12) 

或者 

,1 ,2
2 2

1 2max esssup ,esssup ,
2R R

s
Q Q

Hu u µ
 
 
 
 

≤ −

 

                             (2.13) 

成立，其中 ( ) ( ) ( 2
0 0 0 0,R RQ X B x t R t = × − ，s 仅依赖于 *

0, ,, ,n p Cλ σ ，并且
( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

在证明定理 2.4.4 之前，先给出以下两个辅助引理。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.122068


史雪婷，杨田洁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.122068 659 应用数学进展 
 

引理 2.4.2 令 ( )TDG Q+∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，如果 ( ) ( ) ( 2
2 0 2 0 0 0

ˆ ,a
R R TQ X B x t t aR Q× = + ⊂ ，

10
2

R< ≤ ， 0 1a< ≤ ，
2 ,1 2 ,2

1 2
ˆ ˆ

max esssup ,esssup
a a

R RQ Q
u uµ

  
 


≥

，对于 0 k Mµ δ< − ≤ ， 0 1σ< < ，u 满足 

( ) ( ) ( 2
, , 0 0, 1 , , ,R i i R iB u t k B t t t aRσ ⋅ > ≤ − ∀ ∈ +                      (2.14) 

其中 2 , 2
ˆ ˆa a

R i R iQ Q Q=  ， ( ), 1, 2R i R iB B i= Ω = ，则对于任意正整数 s ，或者 

( )
21

0: 2 ,
n

s pH k M F Rµ
+

−
= − ≤ +                             (2.15) 

或者 
2

,
1

,
2

a a
R i i Rs

i

H CQ u Q
as

µ
σ=

 > − ≤  
∑ 

                          (2.16) 

成立，其中 ( ) ( 2
0 0 0,a

R RQ B x t t aR = × + ， ,
a a
R i R iQ Q Q=  ，C 依赖于 *

1, , ,n p Cλ 。 

证明对于 1,2i = ，记 ( ) ( ), ,, ,R i R i iA k t B u t k= ⋅ >   ， ( ) [ ], ,
a

R i R i iA k Q u k= > ，所以 

( ) ( )
2

0

0
, , , d

t aR
R i R it

A k A k t t
+

= ∫ 。取 ( )0 , 0,1, 2,
2l l

Hk H k k lµ µ= − = = − =  ，则 

( ) ( ) ( ), 1 , ,, , ,R i l R i l R iA k t A k t A k t+ ⊂ ⊂ 。对于 2
0 00,l t t t aR≥ ≤ ≤ + ，由引理 2.4.1 可以得到 

( ) ( )
( ) ( ) ( ), , 1

1

1 , 1 , ,
, ,

, d .
, R i l R i l

n

l l R i l iA k t A k t
R i R i l

Rk k A k t u x
B A k t

β
+

+

+ +− ≤ ∇∫ 
              (2.17) 

应用条件(2.14)可知， ( ) ( ), ,, 1R i R iA k t Bσ≤ − ，则 ( ), , ,,R i R i l R iB A k t Bσ≥ ，因此对(2.17)应用 Hölder
不等式，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )
,

11 1
2 22

, 1 , , 1 ,
,

2, , , d .
R i l

n l

R i l R i l R i l iA k t
R i

CRA k t A k t A k t u x
B Hσ

+

+ +≤ ∇∫             (2.18) 

对(2.18)两边关于 ( 2
0 0,t t t aR ∈ +  积分，进而可得 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0

0 ,

1
1 2 2
2

, 1 , , 1
2 d d .

R i

l t aR
R i l R i l R i l it B

CRA k A k A k u k x t
Hσ

+ +
+ +

 
 
 

≤ ∇ −∫ ∫            (2.19) 

令 ( ) ( )2
1 ,, ,R i R iA k t A k t==  ， ( ) ( )2

1 ,R i R iA k A k==  ，并且在(2.19)两边对 i 求和，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2 2 2

0 0 ,

1 2
2

1 1
, ;1

2
R i

l

R l R l R l i
L t t aR L Bi

CRA k A k A k u k
Hσ

+
+ +

+=

≤ ∇ −∑  

取 ( )xξ 是 ( )2 0RB x 上的截断函数，使得在 ( )0RB x 上有 ( ) 1xξ = 。由于 ( )TDG Q+∈u ，类似定理 2.4.1
的证明，取 lk k= ， , 2

ˆ a
RQ Qρ τ = ，则有 

( )
( )( )

( )
( )( )

( )

2 2 2 2 2 2
0 0 , 0 0 2 ,

2 22 2

, ; , ;1 1

22 2 2 1

0,22
ˆ ,

4 4

R i R i
i l i l

L t t aR L B L t t aR L Bi i

a a a p
R R R Rl l

u k u k

H HC B Q M F Q
R

ξ+ +

+ += =

−

∇ − ≤ ∇ −

 
≤ + + + 

 

∑ ∑
 

其中 ( )2 2
0 0 2 ,

2

0,2 , ;
1

ˆ np
n p

R i

a
R i L t t aR L B

i
F f +

 
 
 
 
 

+
=

= < ∞∑ 。如果(2.15)不成立，则 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.122068


史雪婷，杨田洁 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.122068 660 应用数学进展 
 

( ) ( )
2 21 1

0 0,2
ˆ2 2

n n
s s ap p

RH M F R M F R
+ +

− −
> + > + ，进而可得 ( )

( )( )2 2 2
0 0 ,

22 2

, ;1 4R i
i l RlL t t aR L Bi

Hu k C B+

+=

∇ − ≤∑ ，所以 

( ) ( ) ( )
2

2
1 12 ,

n

R l R l R l
CRA k A k A k
σ

+

+ +≤                          (2.20) 

对(2.20)关于 l 从 0 到 1s − 求和，可以得到 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2 22

0 02 2 2 2 .
n n n

a a
R s R R s R R R

CR CR CR Cs A k A k A k A k Q Q
aσ σ σ σ

+ + +

≤ − ≤ ≤ ≤  

因此 

( )
2

,
1

.
2

a a
R s R i i Rs

i

H CA k Q u Q
as

µ
σ=

 = > − ≤  
∑ 

 

□ 
引理 2.4.3 令 ( )TDG Q+∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，如果 ( ) ( ) ( 2

2 0 2 0 0 0
ˆ ,R R TQ X B x t t R Q× = + ⊂ ，

10
2

R< ≤ ，
2 ,1 2 ,2

1 2
ˆ ˆ

max esssup ,esssup
R RQ Q

u uµ ≥
  
 
  

，对于 0 k Mµ δ< − ≤ ， 0 1σ< < ，u 满足 

( ) ( ), 0 ,, 1 ,R i i R iB u t k Bσ ≤ − ⋅ >                            (2.21) 

其中 2 , 2
ˆ ˆ

R i R iQ Q Q=  ， ( ), 1, 2R i R iB B i= Ω = ，则存在 ( )0 0 1s s σ= ≥ 使得或者 

( )0

21

0: 2 ,
n

s pH k M F Rµ
+

−
= − ≤ +                             (2.22) 

或者 

( ) { }
02

0 0

2

1
,

1sup , 1 min ,1 ,
22R i i Rs

t t t R i

HB u t Bµ σ σ σ
=< ≤ +

   ⋅ > − ≤ − + −     
∑               (2.23) 

成立，其中 0s 仅依赖于 *
0, , , ,n p Cλ σ ，并且

( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

证明 令 ( )xξ 是 ( )0RB x 上的截断函数，使得 ( )0RB xβ 上有 ( ) 1xξ = ，其中 0 1β< < 未知，对于 0 1a< ≤ ，

在 ( ) ( 2
0 0 0,a

R RQ B x t t aR = × + 上类似定理 2.4.1 的证明，记 ( ) [ ]( )2
1 ,

a a
R i R i iA k Q u k== >  ，故有 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( )

22 ,0 0

2
,

2 2

1

222 2 2 1

0 0,2 2
1

sup ,

1 , ,
1

R i

R i

i
L Bit t t aR

a a a p
i R R R

L Bi

u k t

CHu k t A k M F A k
R

ξ

ε ξ γ ε
β

+

=< ≤ +

−+

=

− ⋅

 
≤ + − ⋅ + + + 

−  

∑

∑
 

其中 ( )2 2
0 0 ,

2

0, , ;
1

np
n p

R i

a
R i L t t aR L B

i
F f +

 
 
 
 
 

+
=

= < ∞∑ 。对于任意整数 1 1l > ，我们有 

( ) ( )
( )

( )
2 1 1

,

22 22
2

,
1 1

1, 1 , .
2 2R i

i R i il lL Bi i

Hu k t H B u tβξ µ+

= =

 − ⋅ ≥ − ⋅ > − 
 
  

∑ ∑   

如果(2.22)不成立，并且应用条件(2.21)，故可以得到 
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( )
( )

( )
( )

( )
12 10 0

21
2

, 2 2
1

1sup , 4 ,
2 11 2

a p
R

R i i Rl lit t t aR R

A kCHB u t B
Qβ

γ εσµ ε
β

−

−=< ≤ +

 
  −   ⋅ > − ≤ + +      − −  

 

∑   

其中 ( ) ( ) ( 2
0 0 0 0,R RQ X B x t t R = × + 。显然对于 2

0 0t t t aR< ≤ + ，可得 

( )
( )

( )
( )

( )
1 1

21
2

, 2 2
1

1, 1 4 .
2 11 2

a p
Rn

R i i Rl li R

A kCHB u t B
Q

γ εσµ β ε
β

−

−=

 
  −  ⋅ > − ≤ − + + +  − − 

 


 

  
∑   

首先取 ( )0,1β ∈ 使得
( )

1 21
3

1
a p
R

R

A k

Q
β

 
− 

  
 
 
 

− = ，则 

( )
( )

( )
( )

1 1

1 21
32

, 2
1

1, 4 .
2 1 2

a p
R

R i i Rl li R

A kHB u t B C
Q

σµ ε γ ε

 
− 

 

−=


 

  −  ⋅ > − ≤ + + 
  −  


 

 
 


∑   

由于
( )

q ε
γ ε

= 是关于 ( ]0,1ε ∈ 的严格递增函数，令 ( )qε ψ= 是其逆函数。当 0q → ，有 0ε → ，则

( ) 0qψ → 。取
( )

1 21
3a p

R

R

A k

Q
ε ψ

 
− 

 
 
  
 =  
    
 

，故有 

( )
( )

( )
1 1

1 21
32

, 2
1

1, .
2 1 2

a p
R

R i i Rl li R

A kHB u t B C
Q

σµ ψ

 
− 

 

−=

  
   −   ⋅ > − ≤ +         −      

∑             (2.24) 

又因为
( )

1 21 1 23 1
3

a p
R p

R

A k
C C a

Q
ψ ψ

 
−     − 

 

 
  
  
 

 
  ≤
 
     
 

，取 ( ) 0a a σ= > 使得 { }
1 21
3 1 min 1 ,

8
pC aψ σ σ

 
− 

 
 
  ≤ −
 
 

。对于

如此确定的常数 a，不妨设 1a− 是整数 N，记 ( )2
0 1, 2, ,jt t jaR j N= + =  。 

我们将会通过数学归纳法证明以下结论：存在 1 2 Ns s s< < < 使得 

( ) { }
1

2

1
,sup , 1 min ,1 ,

42 j
j j

R i i Rs
t t t i

H jB u t B
N

µ σ σ σ
− < ≤ =

   ⋅ > − ≤ − + −     
∑ 

             (2.25) 

其中 1 2, , , Ns s s 仅依赖于 ( )1, , , ,n p λ γ σ⋅ 。 

Step (1) 当 1j = ，已知 

( )
( )

{ } ( ( ]
1 1

2
2

, 0 0 0 12
1

1 1, min 1 , , , .
81

,
2 2

R i i Rl li

HB u t B t t t aR t tσµ σ σ
−=

 
−   ⋅ > − ≤ + − ∈ + =      − 




∑   

取 ( )1 1l l σ= 充分大，可以得到 
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( ) { }
1

0 1

2

1
,

1sup , 1 min 1 , ,
42i

R i i Rl
t t t

HB u t Bµ σ σ σ
=< ≤

   ⋅ > − ≤ − + −     
∑ 

 

应用引理 2.4.2，对于任意 0 1 1s p l≥ > ，有 

1 1

2

,
1 1 1 1

,
2 2

a a a
R R i i R Rp p

i

H H C C aA Q u Q Q
ap p l

µ µ
σ σ=

   − = > − ≤ =    −   
∑ 

           (2.26) 

其中 ( ) ( ) ( ]0 0 0 1,a
R RQ X B x t t= × ，C 只依赖于 ( )0, , ,n pλ γ ⋅ 。在(2.24)中取

1 1 1,
2 p

H s p− 分别代替 1,H l ，并且将

不等式(2.26)代入(2.24)的右侧，则有 

( )
( )( )1

1 10 1

1 21
32

, 2
1 1 1

1sup , .
2 1 2

p

R i i Rs s pt t t i

H C aB u t B C
p l

σµ ψ
σ

 
− 

 

− −< ≤ =

  
   − ⋅ > − ≤ +       −    −  

   

∑          (2.27) 

首先取 1p 足够大使得(2.27)的右端方括号中的第二项不大于 { }1 min 1 ,
8N

σ σ− ，然后取 1 1s p> 使得方

括号中的第一项不大于 { }11 min 1 ,
8N

σ σ σ− + − ，对于选定的 ( )1 1s s σ= ，我们有 

( ) { }
1

0 1

2

,
1

1sup , 1 min 1 , .
42R i i Rs

t t t i

HB u t B
N

µ σ σ σ
=< ≤

 
  

 ⋅ > − ≤ − + − 
 

∑ 
 

Step (2) 在 ( ) ( ) ( ( )0 0 1, 2, ,a
R R j jQ X B x t t j N− == ×  上应用(2.2)+，然后重复以上步骤，可证明(2.25)对

, ,2j N= 
成立。 

因此有结论成立。 
□ 

定理 2.4.4 的证明： 
根据定理 2.4.4 的条件，引理 2.4.3 成立，令 0s 是由引理 2.4.3 确定的常数。对于待定的 0s s> ，令(2.12)

不成立，则(2.15)，(2.22)也不成立，而(2.10)成立。所以由引理 2.4.3 可得， 

( ) { }
02

0 0

2

,
1

1sup , 1 min ,1 ,
22R i i Rs

t R t t i

HB u t Bµ σ σ σ
− =< ≤

 


 ⋅ > − ≤ − + − 
  

∑   

因此(2.14)成立。所以可由引理 2.4.2 得到以下不等式， 

2

,
1 0

.
2R i i R Rs

i

H C CQ u Q Q
s s s

µ
σ σ=

 > − ≤ ≤  − 
∑ 

 

取 s 充分大使得 ( )
0

0,1C
s s

θ
σ

≤ ∈
−

，故(2.9)成立。则由定理 2.4.3 可得以下结论， 

,1 ,2
2 2

1 2max esssup ,esssup .
2R R

s
Q Q

Hu u µ
 
  ≤ − 
 
 

 

□ 
对于 ( )TDG Q−

，我们有相似的性质。 
定理 2.4.5 令 ( )TDG Q−∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，如果 ( ) ( ) ( 2

2 0 2 0 0 0
ˆ ,R R TQ X B x t R t Q× = − ⊂ ，
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10
2

R< ≤ ，
2 ,1 2 ,2

1 2ˆ ˆ
min ess inf ,ess inf

R RQ Q
u uµ ≤  

 
 

 ，对于 0 k Mµ δ< − ≤ ， 0 1σ< < ，u 满足 

( ) ( )2
, 0 ,, ,1R i i R iB u t R k Bσ⋅ − < ≤ − 

                           (2.28) 

其中 2 , 2
ˆ ˆ

R i R iQ Q Q=  ， ( ), 1, 2R i R iB B i= Ω = ，则存在 ( ) 1s s σ= ≥ 使得或者 

( )
21

0 ,: 2
n

s pH k M F Rµ
+

−
= − ≤ +                              (2.29) 

或者 

,1 ,2
2 2

1 2min ess inf ,ess inf
2R R

sQ Q

Hu u µ
  
 
  

≥ +                             (2.30) 

成立。 

2.5. 弱解的局部 Hölder 连续性 

下面考虑u 在界面上 ( ]0,TΓ× 和界面与初值层 [ ]( )0,TΓ× Ω 的相交处的 Hölder 连续性。 

引理 2.5.1 (文献[14], p. 140 引理 4.1)令 ( )Rω 是定义于 ( ]00, R 上的非减非负函数，如果它满足 

( ) ( ) ( ]0, 0, ,R R KR R Rαω ν ηω≤ + ∀ ∈  

其中 0 , 1ν η< < ， 0 1α< ≤ ， 0K ≥ 是常数，则存在 0 β α< ≤ ， 1C ≥ 使得 

( ) ( )( ) ( ]0 0 0
0

, 0, ,RR C R KR R R
R

β
αω ω

 
≤ + ∀ ∈ 

 
 

其中 ,Cβ 仅依赖于 , ,ν η α 。 

定理 2.5.1 令 ( )TDG Q∈u ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ， ( ) ( ) ( 2
0 0 0 0,R R TQ X B x t R t Q= − × ⊂ ， 00 1R< ≤ ，

则对于 00 R R< ≤ ，有 

{ } ( )
,1 ,2 ,1 ,20 0

21

1 2 1 2 0 0
0

max osc ,osc osc osc ,
R R R R

n
p

Q Q Q Q

Ru u C u u M F R
R

α +
−  

  ≤ + + +    
 

其中
20,1 n

p
α

 +
∈ − 
 

， 1C ≥ 仅依赖于 ( )TDG Q 的参数， ,R i R iQ Q Q=  ，并且
, , ,

osc ess sup ess inf
R i R i R i

i i iQ Q Q
u u u= − ， 

( )1,2i = ，
( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

证明 记 

( ) ( )
,1 ,2 ,1 ,2

1 2 1 2max ess sup ,ess sup , min ess inf ,ess inf ,
R R R RQ Q Q Q

R u u R u uµ µ
      = =   
      

  

{ } ( ) ( ) ( )
,1 ,2 ,1 ,2

1 2 1 2max osc ,osc osc osc .
R R R RQ Q Q Q

u u R R R u uω µ µ≤ = − ≤ +  

对于 ( ) ( ) ( )10
2

R R R Mµ µ ω δ < − − < 
 

， ( ) ( ) ( )10
2

R R R Mµ ω µ δ < + − < 
 
  ，可以看出以下两种情况
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中必有一种成立 ( )1,2i =  

( ) ( )
, ,

2 2

2

0
1 1, ,

2 2 2R Ri i
i

RB u t R R Bµ ω
   ⋅ − > − ≤        

                     (2.31) 

( ) ( )
, ,

2 2

2

0
1 1, .

2 2 2R Ri i
i

RB u t R R Bµ ω
   ⋅ − < + ≤        


                     (2.32) 

Step (1) 如果(2.31)成立，则由定理 2.4.4 可得，存在
1 1
2

s s  = ≥ 
 

使得当 ( ]00,R R∈ 时， 

( ) ( )
21

0
1 2 ,
2

n
s pR H M F Rω

+
−

= ≤ +                             (2.33) 

或者 

( ) ( ) ( )

,1 ,2
4 4

1 2 1max ess sup ,ess sup ,
4 2 2R R

s s
Q Q

RR Hu u R R
ω

µ µ µ +

 
   = ≤ − = −  

   
 

             (2.34) 

成立，其中 ( )
21

0 02
n

s pM F R Mδ
+

−
+ = ，并且由(2.34)可得当 ( ]00,R R∈ 时，有 ( ) 1

11
4 2s

R Rω ω +

   ≤ −   
   

。 

Step (2) 如果(2.32)成立，则由定理 2.4.5 可得，存在
1 1
2

s s  = ≥ 
 

使得当 ( ]00,R R∈ 时， 

( ) ( )
21

0
1 2 ,
2

n
s pR H M F Rω

+
−

= ≤ +                            (2.35) 

或者 

( ) ( ) ( )

,1 ,2
4 4

1 2 1min ess inf ,ess inf ,
4 2 2R R

s s
Q Q

RR Hu u R R
ω

µ µ µ +

 
   = ≥ + = +  

   
 

                 (2.36) 

成立，并且由(2.36)可得当 ( ]00,R R∈ 时，有 ( ) 1

11
4 2s

R Rω ω +

   ≤ −   
   

。 

已 知 M Hδ ≥ ， 则 当 0R R≥ 时 ， ( )
21

02
n

s pM F R M Hδ
+

−
+ ≥ ≥ ， 即 (2.33) ， (2.35) 成 立 ， 故

( )
21

0

2

n
pRR M

R
ω δ

+
−

 
 
 

≤ ，所以 ( )
21 21 1

0
0

22
4

n
nsp

pR RM M F R
R

ω
δ

+
− ++ −  ≤

 
 ≤ +











。因此，当 0 1R< ≤ ，我们有 

( ) ( )
21

01

11 2 ,
4 2

n
s p

s

R R C M F Rω ω
+

−

+
   ≤ − + +   
   

 

其中 0C > 仅依赖于δ 。由引理 2.5.1 可得， 

( ) ( ) ( )
21

0 0 0
0

,
n

pRR C R M F R
R

α

ω ω
+

−  
≤ + +       

 

其中
20,1 n

p
α

 +
∈ − 
 

。所以结论成立。 
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□ 

定理 2.5.2 令 ( )TDG Q∈u ，Q 与界面 ( ]0,TΓ× 相交，并且 TQ Q⊂⊂ ，则存在
20,1 n

p
α

 +
∈ − 
 

， 1C ≥

使得对于 1,2i =  

[ ] ( )
21

0 ,i

n
p

i C Q
u Cd M F dα

α
+

−
−
 

≤ +  
 

 

其中 { }{ }min 1, , p Td dist Q Q= ∂ ， i
iQ Q Q=  ， ,Cα 仅依赖于 ( )1, , , ,n pλ γ δ⋅ ，并且 

( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

证 明  对 于 任 意 ( ) ( ]( )0 0 0, 0,X x t T Q= ∈ Γ×  ， 记 ( ) ( ) ( 2
0 0 0 0,R RQ X B x t R t = × −  ， 并 且

( ), 1, 2R i R iQ Q iQ ==  。 
由定理 2.5.1 可知，对于 ( ]0,R d∈ ，我们可得 

{ }
,1 ,2

21

1 2 0max osc ,osc .
R R

n
p

Q Q

Ru u C M F d
d

α +
−  ≤ +       

 

又因为当 R d≤ ，可得以下不等式 

( ) ( )
, ,1

21

1 02

1 d osc ,i
R i R

n
p

i in Q Q Q
u X u X C n R u Cd M F d

R
α α

α

+
−

− −
+ +

 
− ≤ ≤ +  

 
∫



  

其中 ( )
,

,

1 di
R i

i ii Q Q
R i

u u X X
Q Q

= ∫




 ，则 ( )1, 2 ;n
i loc iu Qα δ+ +∈  ，故由定理 2.2.1 可得 ( );i loc iCu Qα δ∈  ，其中δ是

抛物距离。下面区分两种情形来估计 [ ] ( )11 C Q
u α ， [ ] ( )22 C Q

u α 。 

情形 1 对于任意 ( ) ( ]( )0 0 0, 0,X x t T Q= ∈ Γ×  ， ( )1

1
1 1, YY y t Q= ∈ ，不妨设

10 Yt t> 。 

如果 ( )0 1,X Y dδ ≤ ，令 ( )1 0 1,R X Yδ=  ，故 ( )
11 ,1 0RY Q X∈ ，所以 

( ) ( )
,11

21
1

1 0 1 1 1 0osc .
R

n
p

Q

Ru X u Y u C M F d
d

α +
−  − ≤ ≤ +       

 

因此有 

[ ] ( )1

21

1 0 .
n

p
C Q

u Cd M F dα
α

+
−

−
 

≤ +  
 

 

如果 ( )0 1,X Y dδ > ，则 

( ) ( ) ( )0 1
1 0 1 1

,
2 ,

X Y
u X u Y M

d

α
δ 

− ≤   
 



 

所以 

[ ] ( )11 2 .
C Q

u Mdα
α−≤  

情形 2 对于任意 ( ) ( ]( )0 0 0, 0,X x t T Q= ∈ Γ×  ， ( )2

2
2 2 , YY y t Q= ∈ ，证明同情形 1 类似。 

因此结论成立。 
□ 
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令 ( )0 0 ,0X x= ∈Γ，记 ( ) ( ) ( )2 2
0 0 ,R RQ X B x R R= × − 。 ( )0RQ X 整体被界面 ( ]0,TΓ× 划分成两个子域

,1RQ 和 ,2RQ 。设υ是个常数，对于 1,2i = ，设 

( ) { } ( )
( )

,
,

,

max , ;

, ,

,i R i i
i

R i i

u x t Q Q
u

x t Q Qυ

υ

υ
+

∈
=


∈





 

( ) { } ( )
( )

,
,

,

min , ;

, .

,i R i i
i

R i i

u x t Q Q
u

x t Q Qυ

υ

υ
−

∈
=


∈





 

引理 2.5.2 设问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2。 ( )0 0 ,0X x= ∈Γ， ( ) ( ) ( )2 2
0 0 ,R RQ X B x R R= × − 。

( )0, ;W T V∈u 是问题的弱下解，并且 ( ) ( ){ }1 21 2max ,L Q L Qu u M∞ ∞ ≤ < ∞。如果 

,1 1 ,2 2 ,1 1 ,2 2
1 2 1 2: max ess sup ,ess sup , max ess sup ,ess sup 0,

R R R RQ Q Q Q Q Q
k u u M u k u kδ

Ω Ω

      = ≥ − − >   
        

          (2.37) 

则 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
1, 2, 1 1 0, ,, ; , , , , , , ,k k k T Tu u DG Q DG Q M m p n F Cρ τλ δ+ + + + += ∈ =u ，参考定义 2.4.2，其中参数

*
1 1 0, ,, , , , , ,p m p n F Cρ τλ 与定义 2.4.1 相同。 

如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱上解，且 

,1 1 ,2 2 ,1 1 ,2 2
1 2 1 2: min ess inf ,ess inf , max ess inf , ess inf 0,

R R R RQ Q Q Q Q Q
k u u M k u k uδ

Ω Ω

      = ≥ − − >   
         

             (2.38) 

则 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )*
1 1 01, 2,, ; , , , , , , ,T Tk k ku u DG Q DG Q M m p n F Cλ δ− − − − −= ∈ =

  

u 。 

证明 证明类似定理 2.4.1。 
□ 

定理 2.5.3 设问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2，如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱解，令 ( )0 0 ,0X x= ∈Γ，

( ) ( ) ( )2
0 0 0,R RQ X B x R= × ， 0 1R< ≤ ， ( ) ( ){ }1 21 2max ,L Q L Qu u M∞ ∞ ≤ < ∞，且满足条件(2.37)和(2.38)。对

于 某 一 常 数 ( ]1 0,1α ∈ ， 初 值
( ) ( )10 1, 2

i

i
C

u iα Ω
  < ∞ =  ， 则 对 于 任 意 00 1R R< ≤ ≤ ， 存 在

1
20 min ,1 n

p
α α

 +
< ≤ − 

 
， 1C ≥ 使得 

{ } ( ) ( )1 11 2,1 ,2 ,1 ,20 0

1 2
1 2 1 2 0 0 0 0

0

max osc ,osc osc osc ,
R R R R C CQ Q Q Q

Ru u C u u R M F u u
R α α

α
α

Ω Ω

       ≤ + + + + +          
 

其中 ,Cα 仅依赖于 , , ,n pλ Λ ， ,R i R iQ Q Q=  ，并且
( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

证明 取与定理 2.5.1 的证明中相同的记号 ( ) ( ) ( ), ,R R Rµ µ ω 。 

因为 ( ) ( )k TDG Q+ +∈u ，
,

ess sup
R i i

i
Q

k u
Ω

≥


，可得 

( )
,

2

, 0 0.
R i

iB u k⋅ > =    

由定理 2.4.4 可知，成立 

( )
21

02 ,
n

s pk M F Rµ
+

−
− ≤ +                              (2.39) 
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或者 

( ) ( )

,1 ,2
4 4

1, 2,max ess sup ,ess sup .
2 2R R

k k s s
Q Q

H ku u µµ µ+ +
 

−  ≤ − ≤ − 
  

                   (2.40) 

同理，由于 ( ) ( )Tk DG Q= −∈


u ，由定理 2.4.5 可知，成立 

( )
21

02 ,
n

s pk M F Rµ
+

−
− ≤ +

                              (2.41) 

或者 

( ) ( )

,1 ,2
4 4

1, 2,min ess inf ,ess inf .
2R R

sk k
Q Q

ku u µµ− −
 

−  ≥ + 
  

 





                        (2.42) 

所以有以下四种情形： 
情形 1 若(2.39)和(2.41)成立，则 

( ) ( ) ( ) ( )
21

1
02 .

4

n
s pR R R R M F R k kω ω µ µ

+
−

+  ≤ = − ≤ + + − 
 



  

由于 

( ) ( )

,1 1 ,2 2 ,1 1 ,2 2

,1 1 ,1 1 ,2 2 ,2 2

1 1
1 11 2

1 2 1 2

1 1 2 2

1 2
0 0

max ess sup ,ess sup min ess inf ,ess inf

ess sup ess inf ess sup ess inf

,

R R R R

R R R R

Q Q Q Q

Q Q Q Q

C C

k k u u u u

u u u u

R u R uα α
α α

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω

  − = − 
  

≤ − +

  
 
  
−

   ≤ +   

 

   

 



 

所以可得 

( ) ( ) ( )
1

1 11 2

21
1 1 2

0 0 02 .
4

n
s p

C C

R M F R R u uα α
αω

+
−

+

Ω Ω

      ≤ + + +        
 

情形 2 若(2.40)和(2.42)成立，则 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

,1 ,1 ,2 ,2
4 4 4 4

1
1 11 2

1, 2,1, 2,

1 2
0 01

ess sup ess inf ess sup ess inf
4

1 12 1 .
2 2

R R R R
k kk k

Q Q Q Q

s s C C

R u u u u

R R u uα α
αω

ω − −+ +

− Ω Ω

  ≤ − + − 
 

    ≤ − + 
 +  
    

 

 

情形 3 若(2.39)和(2.42)成立，则 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,1 ,2
4 4

1
1 11 2

1, 2,

21
1 2
0 0 0

min ess inf ,ess inf
4 4 4

11 .
2

R R
k k

Q Q

n
p

s C C

R R R u u

R C R u u M F Rα α
α

ω µ µ µ

ω

− −

+
−

Ω Ω

 
      = − ≤ −       

        
       ≤ − + + + +            

 



 

情形 4 若(2.40)和(2.41)成立，则 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,1 ,2
4 4

1
1 11 2

1, 2,

21
1 2
0 0 0

max ess sup ,ess sup
4 4 4

11 .
2

R R
k k

Q Q

n
p

s C C

R R R u u

R C R u u M F Rα α
α

ω µ µ µ

ω

+ +

+
−

Ω Ω

 
 
 
  

     = − ≤ −     
     

       ≤ − + + + +            

 

 

结合以上四种情形，对于任意 00 1R R< ≤ ≤ ， 

( ) ( ) ( )1 11 2

1 2
0 0 0

11 ,
4 2s C C

R R CR u u M Fα α
αω ω

Ω Ω

        ≤ − + + + +            
 

其中 1
20 min ,1 n

p
α α

 +
< ≤ − 

 
。由引理 2.5.1 可得，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ]1 11 2

1 2
0 0 0 0 0 0

0

, 0, ,
C C

RR C R R u u M F R R
R α α

α
αω ω

Ω Ω

       ≤ + + + + ∀ ∈          
 

因此结论成立。 
□ 

推论 2.5.1 设问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2。如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题的弱解， ( )0 0 ,0X x∀ = ∈Γ，

记 ( ) ( ) ( 2
0 0 0,R RQ X B x R = × ， 0 1R< ≤ ，令 { }{ }0min 1, ,d dist x= ∂Ω ，则在定理 2.5.3 的条件下，对于任

意 0 R d< ≤ ，存在 1
20 min ,1 n

p
α α

 +
< ≤ − 

 
， 1C ≥ 使得 

{ } ( ) ( )1 11 2,1 ,2

1 2
1 2 0 0 0max osc ,osc ,

R R C CQ Q
u u CR M F u uα α

α

Ω Ω

    ≤ + + +     
 

其中 ,Cα 仅依赖于 , , ,n pλ Λ ， ( ), 1, 2R i R iQ Q Q i= = ，并且
( )2

2

0 0, ;
1

np
n p

ii L T L
i

F f +
 
 
 
 
 

Ω
=

= < ∞∑ 。 

2.6. 弱解的全局 Hölder 连续性 

因为 TQ 被界面 ( ]0,TΓ× 分成了两个区域 1Q 和 2Q ，并且陈亚浙[14]和 GaryMLieberman [15]都已经证

明了u 在单一区域上的内部 Hölder 连续性和边界 Hölder 连续性，同时在上一节中已经给出了u 在界面上

( ]0,TΓ× 和界面与初值层的交界处附近 [ ]( )0,TΓ× Ω 的 Hölder 连续性。综合以上情况可得 

[ ]( ) [ ]( )1 20, 0, .C T C Tα α∈ Ω × × Ω ×u  

因此由[15]可知有以下结论成立。 

定理 2.6.1 设问题(1.1)的系数满足假设 2.1.2。对于 1
20 min ,1 n

p
α α

 +
< ≤ − 

 
，令 1

p TQ C α+∂ ∈ ，

( ] 10,T C α+Γ× ∈ ， 假 设 扩 散 系 数 矩 阵 分 量 [ ]( )0,i
pg ik C Tα∈ Ω × ， 并 且 速 度 场 iw 的 分 量

( )( )1, 1 * 1, , , 1; , 2j n
i iw M d j n iα+ + Ω =∈ = 。同时对于某个非负常数 1Λ ，有下式成立 

11, 1
.i j

pg i n
k w

α α+ +
  + ≤ Λ   

如果 ( )0, ;W T V∈u 是问题(1.1)的弱解，并且 ( )1, 1 ;n
i if M Qα δ+ +∈  ， ( )1

0
i

iu C α+∈ Ω ，则 

[ ]( ) [ ]( )1 1
1 20, 0, ,C T C Tα α+ +∈ Ω × × Ω ×u  
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并且 

( )
2 2 2 2

1 01 1, 111 1 1 1
, , , , , , .i

i T i i n
i i i i

u C n m Q u u f
α α αα

λ α
+ + ++

= = = =

 ≤ Λ Λ + + 
 

∑ ∑ ∑ ∑  

3. Henry 界面模型 

对于 Henry 界面问题(1.2)，由于界面上的 Henry 条件，故在弱形式中会出现界面上的积分项，使得

在证明相关定理时有一定困难。为了避免界面积分项的出现，下面通过函数变换将问题(1.2)转换成另一

种形式。令 β=u u ，故有 [ ] 0
Γ
=u ，此时记 Henry 界面问题的解为 u，其中

( ]0,i iTu u
Ω ×

=  ，故有 

( ) ( ) ( ]

( ) ( ) ( ]

[ ] ( ]
( )
( ) ( ]

2

1 1 2 2
1 2

1

10 2

1 1 1 , , , , 0, ;

1 1, , , , 0, ;

0, , 0, ;
,0 , ;
, 0, , 0, .

u u div K x t u f x t x t T
t

K x t u K x t u x t T

u x t T
u u x
u t x t T

β β β

β β

Γ

 ∂
+ ⋅∇ − ∇ = ∈Ω Ω ∈ ∂  

∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∈Γ ∈

= ∈Γ ∈
⋅ = ∈Ω Ω
⋅ = ∈∂Ω ∈



 

 



 







w

n n
             (3.1) 

其中 0u 满足界面条件，对于某个 ( )1 0,1α ∈ ，边界 ∂Ω和界面Γ是 11C α+ 的。 

3.1. 弱解的存在唯一性 

在接下来的讨论中，令问题(3.1)的系数满足假设 2.1.2。令 ( )2H L= Ω ，在 H 上定义标量乘积为 

( ) 1, d ,Hu v uv x
βΩ

= ∫  

相应的范数记为 H⋅ 。令 ( )1
0V H= Ω ，定义

2 2 2

V H Hu u u= + ∇ ，所以 Vu 与 Hu∇ 等价，并且 

V H H V′ ′≡  。 

所以(3.1)的变分问题为：给定 ( )( )2 20, ;f L T L∈ Ω ，设 ( )0u x H∈ ， ( )2 0, ;L T V ′∈ ，寻找弱下解(弱
上解)。 

( )0, ;u W T V∈ 使得 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )00

d ; ,  , ;
d

.

u v a t u t v t v v V
t

u u x




 =

+ ≤ ≥ ∀ ∈





    

 


                       (3.2) 

如果 u既是弱下解，又是弱上解，则称 u是弱解。其中 

( )
2

1

d 1 d ,
d i

i
i

i i

uu v v x
t tβΩ

=

∂
=

∂∑∫




   

( )( ) ( ) ( )
2

1

1 1; , d ,
i

i i i i i i
i i i

a t u t v u v v K u x
β βΩ

=

= ⋅ ∇ + ∇ ∇∑∫     

w  

( )( )
2

1
d .

i
i i

i
t v f v x

Ω
=

= ∑∫   

事实上，根据假设 2.1.2 可得 ( )( ); ,a t u t v  在V V× 上是连续的和强制的，所以由[10]可知，线性问题(3.2)
存在唯一弱解。 
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3.2. 弱解的全局 Hölder 连续性 

同样对于问题(3.1)也可以定义 De Giorgi 类。 
定义 3.2.1 称定义于 TQ 上的函数 u属于 De Giorgi 类，如果 ( )0, ;u W T V∈ ， ( ) ( ]0 0 0, 0,X x t T= ∈Γ× ，

且对于 ( ) ( ) ( ], 0 0 0 0, TQ X B x t t Qρ τ ρ τ= × + ⊂ ， k ∈ ， ( ) [ ] ( )( )( )0 0 0 0, , ;x t C t t C B xρξ τ∞ ∞∈ + 满足 0 1ξ≤ ≤ ，

并且 ( )0, 0tξ ⋅ = ，有下式成立： 

( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

2 2 2
, 0 0 ,0 0

2 2, 0 0 ,
,

2 22

1
, ;1

22 2 122* 2
0, , , ,

, ;1 1

2

1
sup ,

0 ,

i i

i

i i
L B L t t L Bt t t i

p
i i iL Q L t t L Bi iL Q

i
u k t u k

C u k F Q u k
t

ρ ρ

ρ τ ρ
ρ τ

ττ

ρ τ ρ τ
τ

ξ λ ξ

ξ ξ ∞
∞

± ±

+< ≤ + =

−± ±

+= =

=

− ⋅ + ∇ −

  ∂  ≤ + ∇ − + − >
 ∂

 
   



∑

∑ ∑

∑  

 


    (3.3) 

其中 , , , ,,i i i iB B Q Q Qρ ρ ρ τ ρ τ= Ω =  ，0 , 1ρ τ< < ，常数 2p n> + ， 1 0λ > ， ( )2
0 0 ,

2

0, , , ;
1

0np
n p

ii L t t L B
i

F f
ρρ τ τ +

 
 
 
 


=


+
= >∑ ，

*C 依赖于 0 1 2, , , , ,n p c β βΛ ，记 De Giorgi 类为 ( ) ( )*
1 0, ,; , , , ,T TDG Q DG Q p n F Cρ τλ= 。如果 ( )0, ;u W T V∈ ，

且满足 (3.3)+，则记 ( )Tu DG Q+∈ ；如果 ( )0, ;u W T V∈ ，且满足 (3.3)-，则记 ( )Tu DG Q−∈ 。显然

( ) ( ) ( )T T TDG Q DG Q DG Q+ −=  。 

定理 3.2.1 设问题(3.1)的系数满足假设 2.1.2。如果 ( )0, ;u W T V∈ 是问题的弱下解，且对于某常数

2p n> + ， ( ) ( )2 0, ; 1, 2
np

n p
i if L T L i+∈ Ω

 
  =
 

，则 ( )Tu DG Q+∈ ；如果 ( )0, ;u W T V∈ 是问题的弱上解，则

( )Tu DG Q−∈ 。其中 *C 依赖于 0, , ,n p cΛ ，并且 ( )2
0 0 ,

2

0, , , ;
1

np
n p

ii L t t L B
i

F f
ρρ τ τ +

 
 
 
 
 

+
=

= < ∞∑ 。 

证明 证明类似定理 2.4.1。 
注 3.2.1 如果 ( )Tu DG Q∈ ，则可得 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )( )
( )

*2 2 2
, 0 0 ,0 0

2 2, 0 0 ,
,

2 22 2

2
, ;1 1

22 2 122* 2
0, , , ,

, ;1 1

sup ,

0 ,

i i

i

i i
L B L t t L Bt t t i i

p
i i iL Q L t t L Bi iL Q

u k t u k

C u k F Q u k
t

ρ ρ

ρ τ ρ
ρ τ

ττ

ρ τ ρ τ
τ

ξ λ ξ

ξ ξ ∞
∞

 
 
 

± ±

+< ≤ + = =

−± ±

+= =

− ⋅ + −

 
 

  ∂  ≤ + ∇ − + − >
 ∂   

∑ ∑

∑ ∑

 

 


   (3.4) 

在此基础之上，类似非完美界面模型中的第 2.4 节，可以得到对应于 Henry 界面模型的类似定理。

进一步，参考第 2.5 节中的证明，可得 Henry 界面模型的弱解的全局 Hölder 连续性，即存在 10 α α< ≤ ，

有 

[ ]( )0, .u C Tα∈ Ω×  

3.3. 梯度的 Lq估计 

对于 Henry 界面问题(3.1)，首先将界面局部拉直，同时假设 2CΓ∈ 。对于任意 0x ∈Γ，存在 0ρ > 和
2C 映射 1: nγ − → ，使得 

( ) ( ) ( ){ }1
1 0 0 1 1| , , ,n nB B x x B x x x xρ ρ γ −= Ω = ∈ >   

( ) ( ) ( ){ }0 0 1 1| , , ,n nB x x B x x x xρ ρ γ −Π = Γ = ∈ =   
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( ) ( ) ( ){ }2
2 0 0 1 1| , , ,n nB B x x B x x x xρ ρ γ −= Ω = ∈ <   

其中 ( )0B xρ 表示以 0x 为球心，r 为半径的球。定义 

( ) ( )
( ) ( )1 1

: , 1, , 1 ;
, , : .

j
j j

n
n n n

y x x j n
y x x x xγ −

= = Φ = −
= − = Φ









 

则 

( ).y x= Φ  

反之定义 

( ) ( )
( ) ( )1 1

: , 1, , 1 ;
, , : .

j
j j

n
n n n

x y y j n
x y y y yγ −

= = Ψ = −
= + = Ψ









 

则 

( ).x y= Ψ  

所以 1−Ψ = Φ ，并且映射 : x yΦ  将Π展平。令 J = ∇Φ，所以 1J − = ∇Ψ，且 ( ) ( )1det det 1J J −= = 。 

不妨记 ( ) ( ) { }0 0 0nx y yΦ = ∈Φ Π ⊂ = ，并且选择适当的 ( ]0,1R∈ ，使得 ( ) ( )( )0 0RB y B xρ⊂ Φ ，并记 

( ) { } ( )1
,1 0 0 ,R R nB B y y B= > ⊂ Φ  

( ) { } ( )0 0 ,R nB y yΣ = = ⊂ Φ Π  

( ) { } ( )2
,2 0 0 .R R nB B y y B= < ⊂ Φ  

令 ( ) ( ) ( 2
0 0 0 0 0, ,R RQ y t B y t R t = × − ， ( 2

, , 0 0,R i R iQ B t R t = × − ，其中 2
0 00 t R t T< − < < 。定义 

( ) ( )( ), , ,v y t u y t= Ψ  

其 中 ( )
,

1, 2
R i iBv v i= = 。 记 ( ) ( )( )y y= Ψw w ， ( ) ( )( ), ,K y t K y t= Ψ ， ( ) ( )( ), ,f y t f y t= Ψ ，

( ) ( )( )0 0v y u y= Ψ  ， n 为部分拉直的界面上的单位外法向量，由 ,1RB 指向 ,2RB 。所以 

( )( ) ( )( )

;

;

, , ;

.

x y

x x y y

u v
t t
u J v

div K x t u div JK y t J v

J
J

∂ ∂
=

∂ ∂
∇ = ∇

∇








= ∇

=
























nn
n

 

令 J= z w ， ( ),A JK y t J= 

，故(3.1)可转换为  

( )

[ ]

2
,1 ,2 0 0

2
1 1 2 2 0 0

1 2

2
0 0

1 1 1 , , , , ;

1 1 , , , ;

0, , , .

y y y R R

y y

v v div A v f y t y B B t t R t
t

A v A v y t t R t

v y t t R t

β β β

β β

Σ

 ∂
+ ⋅∇ − ∇ = ∈ ∈ − ∂  

∇ ⋅ = ∇ ⋅ ∈Σ ∈ −

  

 

= ∈Σ ∈ −



  





 

z

n n             (3.5) 

并且 , Az 满足假设 2.1.2 的(1)，(2)中的(i)，不妨令其中的常数仍记为 0 , ,c λ Λ。 
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给定 ( ]0,r R∈ ，设 ( ) ( )( )2 0 2 0r ry C B yξ ∞∈ ， ( ) ( )2r t Cτ ∞∈  是截断函数，并且满足 20 1rξ≤ ≤ ，在 ( )0rB y  

有 2 1rξ = ，
2

2 2r
C
r

ξ∇ ≤ ；在 ( )2
0 ,t r− +∞ 上有 2 1rτ = ，在 ( 2

0, 4t r −∞ −  上有 2 0rτ = ， 20 1rτ≤ ≤ ，

2
2

d
d

r C
t r
τ

≤ 。其中 C 与 r 无关。对于任意 ( ) ( )1, Rv y t L Q∈ ，定义 

( ) ( )( ) ( ) ( ) (
2 2

1
2 2 2

2 2 2 0 0d , d , 4 , ,
r r

r r rB B
v t y y v y t y y t t r tξ ξ

−
= ∈ − ∫ ∫  

则有 

( ) ( )( ) ( )
2

2
2 2, d 0.

r
r rB

v y t v t y yξ− =∫   

对于问题(3.5)的弱解 ( ) ( ) ( ), , 0, ;v y t u x t W T V= ∈ ，函数 ( )2rv t 有弱导数
( ) (( )2 2 2

0 0

d
4 ,

d
rv t

L t r t
t

∈ − 


。 

定理 3.3.1 (Coccippoli 型不等式)对于问题(3.5)，设常数 2p n> + ， 1
npq

n p
>

+
， ( )1q

Rf L Q∈ ，则弱

解 ( ),v y t 满足 

( )

( )
( )

( )

, ,2
0 0

2 , 2 ,

2 22 2
0

1 1

2
2 42 22 12

22
1 1

sup d d d

1 d d d d ,

r i r i

r i r i

i r iB Q
i it r t t

n p
np npn

p n n p
i r iQ Q

i i

v v t y v y t

C v v t y t r f y t
r

λ
= =− < ≤

+
 

+ − − 
  +

= =

+ ∇

 
  ≤ − +    
  



−



∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫







 

其中 C 依赖于 1 2 0, , , , ,n c pβ β Λ ， 0λ 与 λ 有关， 2r RQ Q⊂ 。 
证明 对于问题(3.5)，取测试函数为 ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2

2 2 2, r r ry t v v t y tϕ ξ τ= −  ，以下简记截断函数为 ,ξ τ ，类

似定理 2.4.1 的证明，有 

( )( )( )
( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )( )

2 ,

2 , 2 , 2 ,

2 ,

2 2
2

1

2 2 22 22 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1

2

2 2
1

1 1 d

1 d 1d d d
d

1 1d

r i

r i r i r i

r i

i r
i r i i iB

i i i

r
i i r i r i rB B B

i i ii i

i i r i rB
i i i

v v t
v v t A v v y

t
v t

f v v t y v v t y v v t y
t t

v v t v v t y

ξτ
ξτ ξτ ξτ

β β

τξ τ ξ τ ξ τ
β β

τ ξ ξτ
β β

=

= = =

=

∂ −
− + ∇ ⋅ ∇

∂

∂
= − + − − −

∂

+ ⋅ − ∇ − −

∑∫

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫

∑∫









  

 z ( ) ( )( )
2 ,

2
2

2
1

2 d .
r i

i i i rB
i

A v v v t yτ ξ ξ
=

∇ ⋅ ∇ −∑∫ 

 

由于 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 ,

2

2
2 2 2

2
1

22 2
2

1 2

1 d

1 1max , d 0,

r i

r

r
i rB

i i

r
rB

v t
v v t y

t

v t
v v t y

t

ξ τ
β

τ ξ
β β

=

∂
−

∂

∂  
≤ − = 

∂  

∑∫

∫









 

( )( ) ( )( )( )

( )

2 ,

2 , 2 ,

2

2 2
1

2 2 22 2
2

1 1

1 d

1 12 d d ,

r i

r i r i

i i r i rB
i i

i i rB B
i ii i

v v t v v t y

v y C v v t y

τ ξ ξτ
β

ε ξτ ξ
β β

=

= =

⋅ − ∇ −

≤ ∇ + ∇ −

∑∫

∑ ∑∫ ∫

 



z
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( )( ) ( )( )

( )

2 ,

2 , 2 ,

2
2

2
1

2 2 22 2
2

1 1

1 2 d

1 1d d ,

r i

r i r i

i i i rB
i i

i i rB B
i ii i

A v v v t y

v y C v v t y

τ ξ ξ
β

ε ξτ ξ
β β

=

= =

∇ ⋅ ∇ −

≤ ∇ + ∇ −

∑∫

∑ ∑∫ ∫





 

( )( )

( )
( )

2 ,

2 , 2 , 2 ,

2
2 2

2
1

2
22 2 2122 2

2
1 1 1

d

2 d 2 d d ,

r i

r i r i r i

i i rB
i

n p
np npn

p n p
i i r iB B B

i i i

f v v t y

v y v v t y Cr f y

ξ τ

ε ξτ ε ξ

=

+
 
− 

  +

= = =

−

 
≤ ∇ + ∇ − +   

 

∑∫

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫









 

取 ε 充分小，可得 

( )( )( )
( )( ) ( )

( )
( )

2 , 2 ,

2 , 2 ,

2 22 2
2

1 1

2
22 2122

2
1 1

d 5 d

d d d .
d

r i r i

r i r i

i r
i r iB B

i i

n p
np npn

p n p
i r iB B

i i

v v t
v v t y v y

t

C v v t y r f y
t

ξτ
ξτ λ ε ξτ

τ ξ

= =

+
 
− 

  +

= =

∂ −
− + − ∇

∂

 
   ≤ + ∇ − +          

 

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫









            (3.6) 

(3.6)两边对 ( 2
0 04 ,t t r t ∈ −  积分，故有 

( )( )

( )
( )

( )

2 , 2 ,2
0 0

2 , 2 ,

2 22 2
2 0

1 14

2
2 42 22 12

22
1 1

sup

1 d d

d d

.

d

d d

r i r i

r i r i

i r iB Q
i it r t t

n p
np npn

p n n p
i r iQ Q

i i

y y tv v t v

C v v t y t r f y t
r

ξτ λ ξτ
= =− < ≤

+
 

+ − − 
  +

= =

− + ∇

 
  ≤ − +    
  

 

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫







             (3.7) 

下面记 rξ 是 rB 上的截断函数，故有 

2

2

d
2r

r
r r nB

B
y Bξ ≥ =∫                                   (3.8) 

对于函数 ( ) ( )( )2 2, d
r

rB
g l v y t l yξ= −∫ ， ( )g l 在 ( )( ) ( ) ( ) ( )

1
2 2d , d

r r
r r rB B

l y y v y t y y v tξ ξ
−

= =∫ ∫  时取得最小

值，则 

( ) ( ) ( ) 22 2 2
2 2d 4 d ,

r r
r r r r rB B

v t v t y v v ytξ ξ− ≤ −∫ ∫    

所以 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 22 2 2
2 2 2 2( ) 2 2 d 2 1 2 d ,d

r r r r

n
r r r r r rB B B B

v v t v v t v t v t y v v tdy y yξ+− ≤ − + − ≤ + −∫ ∫ ∫ ∫      

因此结合(3.7)可得结论。 
□ 

对于任意 ( ) ( )( )1, 1q
rw y W B q∈ ≤ < ∞ ，可得 

( ) ( ) ( )( )1,

1
2 2d d ,q q

r r r r
r rW B L B B B

w C w y y w yξ ξ
− ≤ ∇ + 

 ∫ ∫                      (3.9) 

其中 C 与 r 无关。由 Sobolev 嵌入可得： 
i) 当1 q n≤ < 时， 
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( ) ( )1,

1
, 1 ,s q

r r

n n
s q

L B W B

nqw Cr w s
n q

+ −  
≤ ≤ ≤ − 

 

ii) 当 q n= 时， 

( ) ( ) ( )1,

1
, 1 .s q

r r

n n
s q

L B W Bw Cr w s
+ −

≤ ≤ < ∞  

结合(3.9)可得 Poincare 不等式： 

( ) ( )

1
,s q

r r

n n
s q

r L B L Bw w Cr w
+ −

− ≤ ∇                             (3.10) 

其中当1 q n≤ < 时，1 nqs
n q

≤ ≤
−

；当 q n= 时，1 s≤ < ∞。 

所以有以下结论： 

定理 3.3.2 对于问题(3.5)，设常数 2p n> + ， 1
npq

n p
>

+
， ( )1q

Rf L Q∈ ，则弱解 ( ),v y t 满足 

( )

( )
( )

, ,2
0 0

2 , 2 ,

2 22 2
0

1 1

2
2 42 22 12

1 1

sup d d d

d d d d ,

r i r i

r i r i

i r iB Q
i it r t t

n p
np npn

p n n p
i iQ Q

i i

v v t y v y t

C v y t r f y t

λ
= =− < ≤

+
 

+ − − 
  +

= =

− + ∇

 
  ≤ ∇ +    
  

 

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫





 

其中 C 依赖于 1 2 0, , , , ,n c pβ β Λ ， 0λ 与 λ 有关， 2r RQ Q⊂ 。 

引理 3.3.1 [16] [17]令 1nQ +⊂  是开集， ( )m
locF L Q∈ ， ( )( )1

11m
locG L Q m m∈ < < ，几乎在 Q 中 , 0F G ≥ 。

假设对于 2r rQ Q Q⊂ ⊂ ，有 

2 2 22 2 2

1 1 1 1d d d d d d d d ,
r r r r

m

m m m
Q Q Q Q

r r r r

F y t a G y t F y t F y t
Q Q Q Q

θ
   ≤ + +   
   

∫ ∫ ∫ ∫          (3.11) 

其中 1a ≥ 和 [ )0,1θ ∈ 是固定常数。则存在 ( ), , , 0a m nε ε θ= > 使得 

( ) { }( )0
0 1min , ,m

locF L Q m m m mε∈ ∀ < < +  

并且 

0

0 0

2 22 2

1 1 1d d d d d d ,
r r r

m
m

m m m
Q Q Q

r r r

F y t c G y t F y t
Q Q Q

 
  ≤ +    

  
 

∫ ∫ ∫  

其中 c 依赖于 , , ,n m a θ ，并且当 a →∞时， 0ε → 。 
注 3.3.1 在(3.11)的右边用 4rQ 代替 2rQ ，引理 3.3.1 的结论仍成立。 

定理 3.3.3 (梯度的 qL 估计)对于问题(3.5)，设常数 2p n> + ， 1
npq

n p
>

+
， ( )1q

Rf L Q∈ ，则存在 2q >

使得 

( ) ( ), , 1, 2q
i loc R iv L Q i∇ ∈ =  

并且对于任意 4 4r r RQ Q Q⊂ ⊂ ，有 
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( )1

, 4 , 4 ,

2 2 22 1 222

1 1 1
d d d d d d ,

r i r i r i

qqnqq
i i iQ Q Q

i i i
v y t C f y t r v y t

 + − 
 

= = =

 
  ∇ ≤ + ∇  
   

∑ ∑ ∑∫ ∫ ∫  

其中 C 与 r 无关。 
证明 应用定理 3.3.2 (2r 代替 r)以及 Hölder 不等式可得 

( ) ( )

( ) ( )( )

( )
( )

2 , 2

0
2

2 , 0 22
0 0

4 , 4 ,

2 2 2
2 2

1
1

12 22 2 2
2 24
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1
2 22 42 2 12
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i r rQ Q
i

t
i r rB t r B
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npn npp n n pi iQ

i
Q
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v v t y v v t y t

C v y t r f y t

=

−
=− < ≤
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+ − − 
  +

==

− = −

 
≤ − −  
 

 
  ≤ ∇ +  
   

∑∫ ∫

∑∫ ∫ ∫

∑∫ ∑ ∫

 

 

( ) ( )0
2

2 20

2 2
2 24 4

2 2
2 24
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n n
n nn nt

n
B r rt B

n
r

v v t y v v t y t
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  × − 
  

−


∫∫ ∫  

 

应用(3.10) (取
2 , 2

2
ns q

n
= =

−
)，则 

( ) ( )
2 2

2 12 4 2 42
2 d d .

r r

n
n n

n
rB B

v v y C v yt

−

−
 

− ≤ ∇ 
 
∫ ∫  

应用(3.10) (取
2

2
ns q

n
= =

+
)，则 

( )
2 2

2 2
12 24 4
22 22 d d .

r r

n n
n nn n

n nrB B
v v t y Cr v y

+ +

+ +
   − ≤ ∇   

  
∫ ∫  

再一次应用定理 3.3.2 (2r 代替 r)以及 Hölder 不等式可得 

( )

( )
( )

0
2

0 2 2

4 , 4 , 2

211 2 42 42 2
4

1
2 4 22 4 11 2 2 22 1 4122 2

1 1

d d d
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∫ ∫ ∫
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所以 
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4 , 4 , 2
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2 2
2

1
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2 4 22 43 1 2 2 22 1 422 2
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d d
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∑

∑ ∑∫ ∫ ∫

∫ 



 

由定理 3.3.1 可得 
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其中 1C 与
( ),

2

1

np
n p

R i
i L Qi

f
+

=
∑  有关。上式两边同除以 rQ ，并且

2
4 4n

r rQ Q+= ，故有 
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适当选取 ( ]0,1ε ∈ 使得 2 14
2

nε + ≤ 。因此对于 ( ]0,r R∈ 可得 

4 4 4

2
22 2
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4 4 4
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Q Q Q Q
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∇ ≤ ∇ + + ∇  
 

∫ ∫ ∫ ∫     (3.12) 

定义 

( )( )1
1 2

22 , ,
q n p nnm m

n n p
+ ++

= =  

2 2
2 , .

n
npn n

n pnF v G f
+

++
 

= ∇ =   
 
  

所以 

( ) ( ) ( )1
1, 1 .mm

loc R loc RF L Q G L Q m m∈ ∈ < <  

同时(3.12)可重新表述为 
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Q Q Q Q
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其中 C 与
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1 2 0
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, , , , , , , np
n p

R i
i L Qi

n c p fβ β λ
+

=

Λ ∑  有关。由定理 3.3.1 可知，存在 ( ]0 1,m m m∈ 使得 ( )0m
loc RF L Q∈ ，

并且 
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∫ ∫ ∫  
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令 02
2

nm
q

n
=

+
，则 2q > ，并且 

( ) ( )1

4 4

2 1 2 22d d d d d d .
r r r

qqnqq

Q Q Q
v y t C f y t r v y t

 + − 
 

  ∇ ≤ + ∇ 
  

∫ ∫ ∫  

□ 
本节讨论的是界面附近梯度的 qL 估计，对于 ( ] ( )0, 1,2i iQ T i= Ω × = ，采用同样的证明方法，均可得

到单一区域上梯度的 qL 估计。 

3.4. 梯度的内部 Hölder 连续性 

在本节中，对于 Henry 界面问题(3.1)，不考虑对流项，并且其弱形式中没有界面积分项。设问题(3.1)
的系数满足假设 2.1.2。定义 ( )1,2i = 。 

[ ]( ) ( ) ( ){, 0, , : ,k
iC T g x t g x tµ Ω × = 关于 t 是 kC 连续，关于 x 是 µ 阶 Hölder 连续； [ ] }0,1 , kµ +∈ ∈ , 

且 

( ) [ ]( ) [ ]
( )

[ ]

( ) ( )
, 0, 0, , , 0,0

, ,
, sup , sup .k

i
i i

k
s
tC T T x y t Ts

g x t g y t
g x t D g x t

x y
µ µΩ × Ω × ∈Ω ∈=

−
= +

−
∑  

进一步， ( ),K x t 还满足以下假设： 
假设 3.4.1 ( ) [ ]( ),, 0,i iK x t C Tµ ∞∈ Ω × ，即存在常数 ( )0,1µ ∈ 和C′使得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , , 0, .i i iK x t K y t C x y x t y t Tµ′− ≤ − ∀ ∈Ω ×  

并且，对于任意整数 1l ≥ ，存在 2lΛ (依赖于 l)，使得 

( ) ( )2
0

, , 0, ;
l

s
t i l i

s
D K x t T

=

≤ Λ Ω ×∑  

( ) ( ) ( )2
0

, , , 0, .
l

s s
t i t i l i

s
D K x t D K y t x y Tµ

=

− ≤ Λ − Ω ×∑  

对于充分小的 0> ，令 

( ){ }| , .x dist xΩ = ∈Ω ∂Ω >   

参考文献[18] [19]，可得到梯度的内部 Hölder 连续性。 
定理 3.4.1 设问题(3.1)的系数满足假设 2.1.2 和假设 3.4.1。 ( )Tf L Q∞∈ ， ( )0, ;u W T V∈ 是问题的弱

解，则对于
10
2

< < ，
( )

* min ,
2 1

αα µ
α

  <  
+  

，有 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* 2,0, ,
,

Ti T
xL T T L QC T T L Q

u u C u fα∞ ∞Ω × Ω ∩Ω ×
+ ∇ ≤ + 

  

  
 

其中 C 依赖于 [ ]( )
*,11 2 0 0,

, , , , , , , , , , ,
ii C Tn c C T K αβ β λ µ α

Ω ×
′Λ  和 iΩ 的 1C α+ 范数 ( )1,2i = 。特别地， 

( )( ) ( ) ( )( )2,
.

T T
x L QL T T L Q
u C u f∞ ∞Ω ×

∇ ≤ + 

 

 
 

4. 结论 

本文分别考虑了耦合非完美界面条件和 Henry 界面条件的两相流模型。对于界面模型弱解的相关性
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质利用 De Giorgi 迭代法给出了详细证明，例如极值原理，局部极值原理等。在此基础之上，给出弱解及

梯度的 Hölder 连续性。对于 Henry 界面模型，我们也给出了梯度的 qL 估计(存在 2q > )的详细证明。 
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