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摘  要 

微元法是分析、解决实际问题的常用方法，也是从部分到整体的思维方法。微元法是一类常用的数学建

模方法。本文从微积分的角度出发，给出一个微元法的理解。分析了微元法的难点与关键点。为克服难

点，本文提出了从量的定义导出微元法的观点，给出了一个基于量的定义的微元法。该观点可以帮助理

解和简化微元法在实际问题中的应用。通过两个定理初步解释了微元法的数学原理。最后通过两个例子，

展示了从量的定义导出微元法的优点。 
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Abstract 
Differential element method, widely used in mathematical modeling, is a common method for 
analyzing and solving practical problems. The main idea of the method is to divide the research 
object into infinitely many small parts, extract the representative parts for analysis and processing, 
and then consider it comprehensively from parts to the whole. Firstly, the paper provides an un-
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derstanding of the differential element method in the view of calculus and analyzes the key and 
difficult points of learning this method. In order to overcome the difficult points, the paper derives 
the differential element method from the definition of quantity, which can help us to understand 
and simplify the application of the method in practical problems. Then we preliminarily explain 
the mathematical principles of the method through two main theorems. Finally, the paper presents 
two examples to demonstrate the advantages of deriving the differential element method from the 
definition of quantities. 
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1. 引言 

微元法的一般步骤：第一步，找所求量增量的一个近似可求量；第二步，将近似可求量表达成为某

个函数与自变量增量的高阶无穷小之和；第三步，对第二步的函数取定积分[1] [2] [3]。两个自然的问题：

每一步的目的是什么？以及为什么这样所得定积分的值就是所求的量？如果这两个问题不能解答清楚，

在解决实际问题过程中往往不知道每一步该怎么做，特别是，如何找第一步中的近似可求量。为解决这

些疑惑，本文就从以下几个方面展开论述：第一，微元法的理解与导出；第二，微元法的关键点与难点

及其处理方法；第三，从量的定义导出微元法的优点。 
本文余下章节主要内容如下：第二节，利用牛顿莱布尼茨公式给出了微元法的一个解释，并给出了

微元法的一个新的表述形式。第三节，为了克服微元法在实际应用中的难点提出了从量的定义到处微元

法的观点，并提出了一个基于量的定义的微元法。通过两个定理初步解释了量的定义导出微元法的数学

原理。第四节，通过两个例题，展示了从量的定义导出微元法的优点。 

2. 微元法的导出及理解 

应用定积分求解某个分布在 [ ],a b 上的量Φ 时，其过程是“分割、近似求和、取极限”，利用定积分

的定义可得到 

( )db

a
f x xΦ = ∫                                       (1) 

上式表明：如果求出被积函数 ( )f x ，就可以求出量Φ 。那么，有没有办法直接求出被积函数 ( )f x 呢？

我们来看一下 ( )f x 与量 ( )x′Φ 的关系。 
对任意的 [ ],x a b∈ ，分布在[ ],a x 上的量记为 ( )xΦ ，则 ( )xΦ 是定义在[ ],a b 上的函数。显然， ( ) 0aΦ = ，

( )bΦ 是所求的量。如果能求出函数 ( )xΦ 的导函数 ( )x′Φ 且 ( )x′Φ 连续，则由牛顿莱布尼茨公式可得所求量 

( ) ( ) ( ) ( )db

a
b b a x x′Φ = Φ −Φ = Φ∫                             (2) 

对比(1)与(2)知，此处 ( )x′Φ 相当于(1)中的 ( )f x 。这告诉我们只需求出 ( )xΦ 的导函数 ( )x′Φ 问题就

解决了。当前面临的问题是：在 ( )xΦ 的表达式及函数值都不知道的前提下，如何求出其导函数？由导函

数的定义知道 
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( )
0

lim
x

x
x∆ →

∆Φ′Φ =
∆

 

其中 ( ) ( )x x x∆Φ = Φ + ∆ −Φ 。虽然∆Φ不知道，但如果能给出其近似可求量 ′∆ Φ，使得 ( )o x′∆Φ = ∆ Φ + ∆ ，

则 

( ) ( ) ( )
0 0

lim lim
x x

o x
x f x

x x∆ → ∆ →

′∆ Φ + ∆ ′∆ Φ′Φ = = =
∆ ∆

 

至此，我们发现上面的分析提供了一个求解分布在 [ ],a b 上的量Φ 的方法：通过选取 [ ],x x x+ ∆ 上的

增量 ∆Φ的近似可求量 ′∆ Φ，进而求出 ( )x′Φ 即 ( )d df x xΦ =  (微元)，最后得到所求量 ( )db

a
f x xΦ = ∫ 。

这个方法称为微元法。 ′∆ Φ是增量 ∆Φ的近似可求量，与增量 ∆Φ或 ′∆ Φ相关的变量有 x， x∆ 。我们不

妨设 ( ), ,h x xξ′∆ Φ = ∆ ， [ ],x x xξ ∈ + ∆ ，则求分布在 [ ],a b 上的量Φ 的微元法可描述如下： 
 

微元法 A： 

Step1. 在 [ ] [ ], ,x x x a b+ ∆ ⊂ 上取Φ的增量 ∆Φ 的近似可求量 

( ), ,h x xξ′∆ Φ = ∆ ， [ ],x x xξ ∈ + ∆  

(使得 ( )o x′∆Φ = ∆ Φ + ∆ )。 

Step 2. ( )
0

lim
x

f x
x∆ →

′∆ Φ
=

∆
，记 ( )d df x xΦ = 。 

Step 3. ( )d
b

a
f x xΦ = ∫ 。 

 
注. 微元法求某个量与定积分定义求某个量的区别：定积分的定义求量是采用“分割、近似求和、

取极限”的过程导出定积分进而求出所求量。微元法是直接找出定积分的被积函数，进而通过求解定积

分得到所求量。 

3. 微元法的关键点与难点及其处理方法 

微元法的关键点与难点是：如何选取∆Φ的近似可求量 ′∆ Φ，使得 ( )o x′∆Φ = ∆ Φ + ∆ ？ 
为了克服微元法应用的难点，我们提出从量的定义导出微元法的观点，即从所求量Φ 的定义确定

′∆ Φ。 
首先，我们要明确每个量都有定义，如教材上给出的非闭曲线弧长的定义、三维空间立体的体积定

义等。量定义的一般形式如下： 
定义设物体 O 介于 [ ],a b 之间， 0 1: nT a x x x b= < < < =� 为区间 [ ],a b 上的任意分割。若 

0 1lim n
iT i A→ =

′∆ Φ =∑ (其中 i′∆ Φ 为对应于 [ ]1,i ix x− 的某一个可计算量， { }1max | 1,2, ,i iT x x i n−= − = � )，
则极限 A 定义为对象 O 的量Φ 。 

有了量的定义，我们如何求量呢？ ∆Φ的近似可求量 ′∆ Φ可以按照定义中的 i′∆ Φ 进行选取。基于此

微元法可如下表述(称为微元法 B) 
 

微元法 B： 
1. 根据量的定义，写出 [ ],x x x+ ∆ 上Φ的增量 ∆Φ 的近似可求量 

( ), ,h x xξ′∆ Φ = ∆ ， [ ],x x xξ ∈ + ∆ 。 

2. 求极限 
( ) ( )

0 0

, ,
lim lim
x x

h x x
f x

x x
ξ

∆ → ∆ →

∆′∆ Φ
= =

∆ ∆
。 

3. 求积分得量 ( )d
b

a
f x xΦ = ∫ 。 
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从量的定义出发的导出的微元法 B 具有如下的优点： 
1) 无需记公式，只需了解定义即可； 
2) 便于实际应用：因为实际所求的量都有定义，即在实际应用中 ′∆ Φ的选取方式已经给出。 
由量的定义导出的微元法 B，如果定义中 ( )o x′∆Φ = ∆ Φ + ∆ ，则可像微元法 A 一样解释其数学原理。

也可以尝试直接从量的定义出发给出微元法 B 的数学原理，即证明定积分恰好等于所求量。为便于理解，

我们尝试给出如下两个结果： 

定理 1  设 ( ), ,h x xξ′∆ Φ = ∆ 。若 ( )
0

lim
x

f x
x∆ →

′∆ Φ
=

∆
在区间 [ ],a b 上可积，在任意区间 [ ] [ ], ,x x x a b+ ∆ ⊂ 有 

m t M t′∆ ≤ ∆ Φ ≤ ∆ ，其中 M，m 分别是 ( )f x 在区间 [ ],x x x+ ∆ 上的上下确界。则 

( ) 10
d lim iia T

b nf x t
=→

′= ∆ Φ∫ ∑ . 

证明：对 [ ],a b 的任意分割 0 1: nT a x x x b= < < < =� ，有 

i i i i im x M x′∆ ≤ ∆ Φ ≤ ∆ ， 

其中
[ ]

( )
1,

inf
i i

i x x x
m f x

−∈
= ，

[ ]
( )

1,
sup

i i
i

x x x
xM f

−∈
= 。所以 

1 1 1i i i i ii i
n n

i
nm x M x

= = =
′∆ ≤ ∆ Φ ≤ ∆∑ ∑ ∑                            (1) 

令 11
max i ii n

T x x−≤ ≤
= − ，记 10

lim n
i iiT

m ts
=→

∆= ∑ ， 10
lim n

i iiT
M tS

=→
∆= ∑ 。因 ( )f t 上可积，所以 S s= 。对(1)

式两边取极限，有 

( ) 10
limd n

iiT

b

a
tf t

=→
′∆ Φ=∫ ∑ . 

证毕。 
为了进一步认识微元法，我们给出下面的定义。 

定义 2  若对 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，使得当 x δ∆ < 时就有
( ) ( )

, ,h x x
f x

x
ξ

ε
∆

− <
∆

， [ ],x a b∀ ∈ ，则称 

( ), ,h x x
x
ξ ∆
∆

当 0x∆ → 时在区间 [ ],a b 上一致收敛于 ( )f x ，记作 

( ) ( )( ) [ ], ,
0 , ,

h x x
f x x x a b

x
ξ ∆

∆ → ∀ ∈
∆

 。 

定理 2  若
( ) ( )( )

, ,
0

h x x
f x x

x
ξ ∆

∆ →
∆

 ， [ ],x a b∀ ∈ 且 ( )f x 在 [ ],a b 上可积，则 

( )10
dlim

b

a

n
iiT

f x x
=→

=′∆ Φ∑ ∫ 。 

证明：由于
( ) ( )( )

, ,
0

h x x
f x x

x
ξ ∆

∆ →
∆

 ， [ ],x a b∀ ∈ ，则对 0ε∀ > ， 0δ∃ > ，当 x δ∆ < 时，有 

( ) ( ) [ ], ,
, ,

h x x
f x x a b

x
ξ

ε
∆

− < ∀ ∈
∆

。 

对区间 [ ],a b 的任意分割 0 1: nT a x x x b= < < < =� ，若 T δ< ，则 

( ) ( )
1 1 1

n n n

i i i i
i i i

f x x x b aε ε
= = =

′∆ Φ − ∆ < ∆ = −∑ ∑ ∑ 。 
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故 ( ) ( )1 10
lim n n

i i ii iT
f x x b aε

= =→
′∆ Φ − ∆ ≤ −∑ ∑ 。即 

( ) ( )d
b

a
A x b af x ε− = −∫ 。 

由 ε 的任意性，有 ( )10
dlim

b

a

n
iiT

f x x
=→

=′∆ Φ∑ ∫ 。证毕。 

4. 微元法 B 的应用举例 

为了进一步展示从量的定义导出微元法的优点，我们举几个教材中出现的例子。 

4.1. 平面曲线的弧长 

先对弧长的概念有一个了解。设弧 AB 是一条没有自交点的非闭的平面曲线，把它称为曲线 C。在 C
上从 A 到 B 依次取分点： 0 1, , , nA P P P B= =� ，它们称为对曲线 C 的一个分割，记为 T。然后用线段连接

T 中相邻的两点，得到 C 的 n 条弦 ( )1 1,2, ,i iP P i n− = � ，这 n 条弦又成为 C 的一条内接折线。记 

11
max i ii n

T P P−≤ ≤
= 表示 n 条弦当中的最长弦， 11

n
T i iiS P P−=
= ∑ 表示这条内接折线的总长度。 

定义 3  如果存在有限极限
0

lim TT
S S

→
= ，则称曲线 C 是可求长的，并把极限 S 定义为曲线 C 的弧长。 

例 1 设曲线 C 是一条没有自交点的非闭的平面曲线，由参数方程 

( ) ( ) [ ], , ,x x t y y t t α β= = ∈  

给出。若 ( )x t ， ( )y t 在 [ ],α β 上连续可微，求 C 的弧长。 
解：下面利用微元法 B，推导出 C 的弧长。 
Step 1. 根据量的定义， φ′∆ 为区间 [ ],t t t+ ∆ 上的线段长，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2x t t x t y t t y t x yφ    = + ∆ − + + ∆ − = ∆ + ∆   ′∆ 。 

Step 2. 确定被积函数。当 0t∆ → 时，对
t
φ′∆

∆
求极限，即 

( ) ( ) ( )2 2

0
lim
t

x t y t f t
t
φ

∆ →
′ ′   = + =   ∆

′∆
。 

Step 3. 计算定积分。 ( ) ( ) ( )2 2
d dS f t t x t y t t

β β

α α
′ ′   = = +   ∫ ∫ 。 

4.2. 旋转曲面的面积 

设平面光滑曲线 C 的方程为 ( ) [ ], ,y f x x a b= ∈ ，(不妨设 ( ) 0f x ≥ )，这段曲线绕 x 轴旋转一周得到旋

转曲面。我们先回顾旋转曲面面积的定义。 
定义 4 设旋转曲面介于 [ ],a b 之间， 0 1: nT a x x x b= < < < =� 为区间 [ ],a b 上的任意分割。若 

10
lim n

iiT
S S

=→
′∆ =∑ ， iS′∆ 为 [ ]1,i ix x− 上圆台的侧面积，则称旋转曲面是可求面积的，极限 S 定义为旋转曲 

面的面积。 
例 2 利用微元法 B 推导旋转曲面的面积公式： 
Step 1. 根据量的定义， S′∆ 为 [ ],x x x+ ∆ 上圆台的侧面积，则 

( ) ( ) ( ) ( )2 2S f x f x x x y′  ∆ = + + ∆ ∆ + ∆ π 。 
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Step 2. 确定被积函数。当 0x∆ → 时，对
S
x
′∆
∆

求极限，即 

( ) ( ) ( )
2

2

0 0
lim lim 2 1 2 1
x x

S yf x y f x f x
x x∆ → ∆ →

′∆ ∆  ′   = + ∆ + = +    ∆ ∆ 
π π 。 

Step 3. 计算定积分 ( ) ( ) 2
2 1 d

b

a
S f x f x x′ = π +  ∫ 。 

上述两例在适当的条件下可以借助定理 1 或者定理 2 证明所求量等于所得定积分。在此就不深入展

开分析。 

5. 总结 

本文从定积分的表达式出发，给出了对微元法提出的一个理解。特别指出微元法中每一步的目的。

其次，为了解决微元法的难点与关键点，提出了从量的定义导出微元法的观点。并分析了定义导出微元

法的数学原理。最后，通过两个例子展示了由量的定义导出微元法的优点。 
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