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摘  要 

在本文中，我们主要考虑了具有特殊初值条件的散焦Kundu-Eckhaus (KE)方程的正散射问题。正散射问

题是根据一个合适的均匀化变量提出的，这使我们能够在标准复平面上发展讨论相关问题，而不是在两

片黎曼曲面或沿切口具有不连续性的切面上。我们首先通过KE方程的Lax对求解出该初值条件下的Jost
函数解，然后根据Jost函数解之间存在的散射关系得出相应的散射数据，最后重点讨论了散射数据 ( )s11 ζ
的零点，利用一些特殊的三角函数来研究其零点规律，然后我们发现一个有趣的现象，即在某些情况下

散射数据 ( )s11 ζ 的零点不存在或者只存在一个零点。 
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Abstract 
In this article, we consider the forward scattering problem of the defocused Kundu-Eckhaus (KE) 
equation with special initial conditions. The forward scattering problem is proposed based on a 
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suitable uniformization variable, which enables us to discuss related problems on the standard 
complex plane, rather than on two-sheeted Riemannian surface or cut plane with discontinuities 
along the cuts. We first solved the Jost function solution under this initial condition by using Lax 
pairs, and then obtained the scattering data based on the scattering relationship between the Jost 
function solutions. Finally, we focused on discussing the scattering data ( )s11 ζ . The zero point of 

( )s11 ζ  should be studied using some special trigonometric function values, and an interesting phe-

nomenon was discovered, namely, in certain cases, the zero point of scattering data ( )s11 ζ  should 
not exist or only one zero point should exist. 
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1. 引言 

Kundu-Eckhaus 方程(KE)方程为 

( )2 4 222 4 4 0, 1t xx
x

iq q q q T q q iTu q q u+ − + − = = ±                (1.1) 

其中 T 是常数， ( ),q x t 是复数函数，当 1u = 时方程(1.1)称为聚焦 KE 方程，当 1u = − 时方程(1.1)称为散

焦 KE 方程，该方程是由 Kundu 在考虑 Landau-Lifshitz 方程和高阶 Schrödinger 方程之间的规范关系时提

出的[1]。它包含五次非线性，最后一项是非线性光学中的拉曼效应，它代表非克尔非线性效应和自频移

效应。KE 方程充分描述了超短光脉冲在非线性光学中的传播，并检测了弱非线性色散物质波中斯托克斯

波的稳定性[2] [3]。它是一个具有 Lax 对、Painlevé 性质和哈密顿结构的完全可积系统[4] [5] [6]。 
通过对相关文献的系统研究与学习发现，在最近几十年的研究中，KE 方程的研究依然引起了众多人

的关注，而 KE 方程的孤立子解已经通过双线性导数方法、Darboux 变换方法、反散射变换方法等方法获

得；具有零边界条件的 KE 方程的亮孤子解和长时间渐近性也已经引起了广大的关注与研究[7] [8]。但是

散焦 KE 方程和聚焦 KE 方程由于它们的 Lax 对的不同而有很大的不同，而且相比之下，散焦 KE 方程具

有更大的研究空间，此外，在现有的文献中，关于其特殊初值条件的问题也存在很大的研究空间，而在

实际问题中，我们更多的情况下是需要赋予一定的初值条件才能继续往下研究，所以本文在一定程度上

对于 KE 方程的理论体系具有一定的补充。 
本文的其余部分安排如下。在第 2 节中，通过散焦 KE 方程的 Lax 对和初值条件求解出相应的 Jost

函数解。在第 3 节中，我们通过 Jost 函数解之间的散射关系求解出具体的散射矩阵和散射数据，并且通

过一些特殊的三角函数值得到了一些特殊的零点，此外发现在一些条件下散射数据不存在零点。在第 4
节中，我们将总结了相关结论。 

2. Jost 函数解 

散焦 KE 方程为 
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( )2 4 222 4 4 0t xx
x

iq q q q T q q iT q q+ − + + =                         (2.1) 

初值条件为 

( ) [ ]
0

0, ,
,

1,
x L L

q x t q
 ∈ −= = 
 其他

                               (2.2) 

引入散焦 KE 方程的 Lax 对为 

( ), ,x U x t kΦ = Φ                                    (2.3a) 

( ), ,t V x t kΦ = Φ                                    (2.3b) 

其中 

( ) ( ) ( )2
3 3, , , ,U x t k ik Q x t iTQ x tσ σ= − + −                             (2.4a) 

( ) ( ) ( )2 2 3 2 4
3 3 3, , 2 2 2 4x x xV x t k ik i Q Q kQ TQ iT Q T QQ Q Qσ σ σ= − + − + − + − −          (2.4b) 

( ) ( )
( )
0 ,

,
, 0

q x t
Q x t

q x t∗

 
=   
 

                              (2.4c) 

1

0 1
1 0

σ
 

=  
 

， 2

0
0
i

i
σ

− 
=  
 

， 3

1 0
0 1

σ
 

=  − 
                       (2.4d) 

( )
[ ]

0
0 0

0 1
,

1 0,0
, ,

hQ
Q Q x

x L L

  
=  = =  

Ο ∈ −

其他
                        (2.4e) 

其中 O 表示零矩阵，∗代表复共轭，在本文的后续内容中，凡是涉及到∗的部分，均代表复共轭，不表

示转置。通常情况下，方程(2.1)是 Lax 对(2.3)的相溶性条件，而且我们也称 Lax 对(2.3)中的第一个方程

为散射问题，第二个方程为时间发展式。 
在初值条件的作用下，Lax 对(2.3)转化 

( ),x U x kΦ = Φ                                    (2.5a) 

( ),t V x kΦ = Φ                                    (2.5b) 

其中 

( ) 2
3 0 0 3, ,U x t k ik Q iTQσ σ= − + −                            (2.6a) 

( ) 2 2
3 3 0 0 3, , 2 2 2 4V x t k ik i kQ TQ iTσ σ σ= − − + − +                    (2.6b) 

由初值条件可知，连续函数 ( ),i x αΦ 满足等式 

( ) ( ) ( ) 3lim , ~ e i x
ix

x E λ α σα α −

→∞
Φ ， 1,2i =                          (2.7) 

其中 ( ) 2 1, k Tλ α α α= − = + ， 

( )
( )

( )
( ) 3 0

1

1

h

i
iE I Q

i
α λ α

α σ
α λ α

α λ α

 − + = = −  +
  + 

                   (2.8) 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.125236


张冬冬 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.125236 2321 应用数学进展 
 

结合初始条件(2.2)以及等式(2.7)可以得到 

( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 3

3 33

1

21

e , ,

, e e , ,

e e e , ,

i x

ik x L i k L

i x L i LikL

E x L

x E x L L

E E E x L

λ α σ

σ λ σ

λ α σ λ α σσ

α

α α

α α α

−

− +

− − −−

 ∈ −∞ −
Φ = ∈ −


∈ +∞

             (2.9a) 

( )
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )

3 33

3 3

3

21

2

e e e , ,

, e e , ,

e , ,

i k x L i LikL

ik x L i L

i x

E E E x L

x E x L L

E x L

λ σ λ α σσ

σ λ α σ

λ α σ

α α α

α α

α

− + −−

− − −

−

 ∈ −∞
Φ = ∈ −


∈ +∞

             (2.9b) 

由于特征值 ( )λ α 是一个关于α 的双值函数，而且当 1α = ± 时，显然我们可以得到 ( ) 0λ α = ，进而能

够得到 ( )det 0E α = ，进而也能说明矩阵 ( )E α 在 1α = ± 处是不存在逆矩阵的，这也就是说， ( )λ α 存在着

两个分断点，即 1α = ± 。为了避免这种情况的出现，这时我们就需要引入一个 Riemann 曲面 K，它由 K +

和 K − 两个部分组成，而且它们均沿复平面的切割 ( ] [ ), 1 1,Λ = −∞ − ∪ +∞ 能够链接在一起，从而使 ( )λ α 通

过平面切割时是连续的。为了不失一般性，定义 Im 0α < 在 K − 上，定义 Im 0α > 在 K + 上。为了克服特征

值 ( )λ α 的平方根多值性，这里我们需要引入辅助单值化变量ζ ，并使之满足变换 

( )11
2

k ζ ζ −= + ， ( )11
2

λ ζ ζ −= −                            (2.10) 

在变换(2.10)的作用下，Jost 函数可以用含有参数ζ 来表示，即有 

( )
( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3

3 3

3 3 3

1

21

e , ,

, e e , ,

e e e , ,

i x

ik x L i L

i x L ikL i L

E x L

x E x L L

E E E x L

λ σ

σ λ σ

λ σ σ λ σ

ζ

ζ ζ

ζ ζ ζ

−

− +

− − −−

 ∈ −∞ −
Φ = ∈ −


∈ +∞

              (2.11a) 

( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( )

3 3 3

3 3

3

21

2

e e e , ,

, e e , ,
e , ,

i x L ikL i L

ik x L i L

i x

E E E x L

x E x L L
E x L

λ σ σ λ σ

σ λ σ

λ σ

ζ ζ

ζ ζ
ζ

− + −−

− − −

−

 ∈ −∞ −
Φ = ∈ −
 ∈ +∞

               (2.11b) 

其中 
1

1
3 01

1
1

hi
E I i Q

i
ζ

ζ σ
ζ

−
−

−

 −
= = − 
 

                          (2.12) 

定义 

( ) 1
1

det
d

E
ζζ

ζ ζ −= =
−

                               (2.13) 

则有 

( )

2

1 1
1 1

3 02

1 1

e

e

it

h
it

i

E d I i Q
i

ζ
ζ ζ ζ ζ

ζ ζ σ
ζ

ζ ζ ζ ζ

− −
− −

−

− −

 
 − −   = = +  −
  − − 

                      (2.14) 

3. 散射矩阵 

由于 ( )1 ,x ζΦ 和 ( )2 ,x ζΦ 是与 Lax 对有关的，所以 ( )1 ,x ζΦ 和 ( )2 ,x ζΦ 是线性相关的，而且它们之
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间存在一个与 x 无关的矩阵 ( ),S t ζ ，使之满足散射关 

( ) ( ) ( )1 1, , , , ,x t x t S tζ ζ ζΦ = Φ                                  (3.1) 

由于我们已经得到了该模型准确的 Jost 函数，那么此时通过结合等式(2.11)和等式(2.15)，就可以直

接算出具体的散射矩阵，即有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3 3 3 11 1221

21 22

e e ei L ikL i L s s
S E E

s s
λ σ σ λ σ ζ ζ

ζ ζ ζ
ζ ζ

−−  
= =   

 
                   (3.2) 

则其散射系数为 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1
2 2 2 2

11 1 1

2 2
12 1

2 2
21 1

1
2 2 2 2

22 1 1

e e

e e

e e

, e e

i L ikL i L ikL

ikL ikL

ikL ikL

i L ikL i L ikL

s

is

is

s t

λ λ

λ λ

ζ ζζ
ζ ζ ζ ζ

ζ
ζ ζ

ζ
ζ ζ

ζ ζζ
ζ ζ ζ ζ

−
− +

− −

−
−

−
−

−
− + − −

− −

= −
− −

= −
−

= − −
−

= −
− −

                      (3.3) 

接下来我们将研究散射数据 ( )11s ζ 的零点问题。 
根据等式(3.3)可知，散射数据 ( )11s ζ 可以改写成如下形式： 

( )
1 1

1 1
11 1 1 1 1cos2 cos2 sin 2 sin 2s L L i L Lζ ζ ζ ζζ ζ ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ

− −
− −

− − − −

   
= − − −   − − − −   

        (3.4) 

假设ζ 是实数，则若 ( )11 0s ζ = ，就需要保证 ( )11s ζ 的实部和虚部均为零，即满足 
1

1
1 1cos2 cos2 0L Lζ ζζ ζ

ζ ζ ζ ζ

−
−

− −− =
− −

                       (3.5a) 

1
1

1 1sin 2 sin 2 0L Lζ ζζ ζ
ζ ζ ζ ζ

−
−

− −− =
− −

                       (3.5b) 

由等式(3.5a)可以得到 
1

1
1 1cos2 ,cos2L Lζ ζζ ζ

ζ ζ ζ ζ

−
−

− −= =
− −

                        (3.6) 

由等式(3.5b)可以得到 
12 2L n Lζ ζ− = π −                                  (3.7) 

进而能够得到 

( ) ( )
1

1
1 1cos2 cos 2 1 nL n L ζ ζζ ζ

ζ ζ ζ ζ

−
−

− −= − = − ≠
− −

π                   (3.8) 

此时出现了同一个三角函数对应两个值的情况，也就是说，散射系数 ( )11s ζ 在实轴上不存在零点。 
现不妨假设 

e cos sin , e cos sini ii iθ θζ θ θ ζ θ θ−= = + = = −                      (3.9) 

则有 
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( ) ( )2 sin
11 e sin 2 cosLs Lθζ θ θ−= −                         (3.10) 

若 ( )11 0s ζ = ，则有 
2 cosL nθ θ− = π                                 (3.11) 

想要求解θ ，我们通过来看直线 1y nθ= − π与直线 2 2 cosy L θ= 的交点来求解θ 。 
令 ( ) 2 cosf L nθ θ θ= − + π，对 ( )f θ 求导有 

( ) 2 sin 1f Lθ θ′ = − −                               (3.12) 

由于 ( )0,sin 0, 0,L θ θ> > ∈ π ，则对于 ( )0,θ∀ ∈ π 均有 ( ) 0f θ′ < ，进而可以得到 ( )f θ 在 ( )0,θ ∈ π 上单

调递减，其零点具体情况如下所述： 
情况 1：当 0n = 时， ( ) 2 cosf Lθ θ θ= −  
 

θ  0 
6
π  

4
π  

3
π  

2
π  π  

f 2 0L >  3
6

L π
−  2

4
L π
−  

3
L π
−  

2
π

−  2L− − π  

 

当
2

θ ≥
π
时， ( ) 0f θ < ；当

6 3
L =

π
时， ( )11s ζ 的零点为

3
2 2

iζ = + ；当
4 2

L =
π

时， ( )11s ζ 的零点

为
2 2

2 2
iζ = + ；当

3
L =

π
时， ( )11s ζ 的零点为

1 3
2 2

iζ = + ；当 0
6 3

L< <
π

时，有 0
6

f   < 
 

π
，此时 ( )11s ζ

的零点位于 0,
6

 
 
 

π
；当

6 3 4 2
L <

π π
< 时，有 0, 0

6 4
f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

6 4
 π π 
 
 

；当 

34 2
Lπ

< <
π
时，有 0, 0

4 3
f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

4 3
 π π 
 
 

；当
3

L >
π
时，有 

0, 0
3 2

f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

3 2
 π π 
 
 

； 

情况 2：当 1n = 时， ( ) 2 cosf Lθ θ θ= − + π  
 

θ  0 
2
π  2

3
π  3

4
π  5

6
π  π  

f 2L + π  
2
π

−  
3

L π
− +  2

4
L π

− +  3
6

L π
− +  2 0L− <  

 

当
2

θ ≤
π
时， ( ) 0f θ > ；当

3
L =

π
时， ( )11s ζ 的零点为

1 3
2 2

iζ = − + ；当
4 2

L =
π

时， ( )11s ζ 的零点

为
2 2

2 2
iζ = − + ；当

6 3
L =

π
时， ( )11s ζ 的零点为

3
2 2

iζ = − + ；当 0
6 3

L< <
π

时，有 ( )5 0, 0
6

f f  > < 
 

π
π ，

此时散射数据 ( )11s ζ 的零点位于
5 ,
6

 π
π 

 
；当

6 3 4 2
L <

π π
< 时，有

3 50, 0
4 6

f fπ   > <   
  

π


，我们能够得到

( )11s ζ 的零点位于
3 5,
4 6
π π 

 
 

；当
34 2

Lπ
< <

π
时，有

2 30, 0
3 4

f fπ   > <   
  

π


，此时 ( )11s ζ 的零点位于
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2 3,
3 4
π π 

 
 

；当
3

L >
π
时，有

2 0, 0
3 2

f f   > >   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于

2,
2 3

 π π 
 
 

； 

情况 3：当 2n = 时， ( ) 2 cos 2f Lθ θ θ= − + π   

θ  0 
2
π  2

3
π  3

4
π  5

6
π  π  

f 2 2L + π  3
2
π  

3
L 4π

− +  52
4

L π
− +  73

6
L π

− +  2L− + π  

 

当
2

θ ≤
π
时， ( ) 0f θ > ；当

4
3

L =
π
时， ( )11s ζ 的零点为

1 3
2 2

iζ = − + ；当
5

4 2
L =

π
时，零点为 

2 2
2 2

iζ = − + ；当
7

6 3
L =

π
时，零点为

3
2 2

iζ = − + ；当 0
2

L< <
π
时，有 ( ) 20, 0

3
f f  > > 

 

π
π ，则散射

数据 ( )11s ζ 在 ( )0,π 内不存在零点；当
7

2 6 3
L< <

π π
时，有 ( ) 50, 0

6
f f  < > 

 

π
π ，我们能够得到 ( )11s ζ 的零

点位于
5 ,
6

 π
π 

 
；当

7 5
6 3 4 2

L <
π

<
π

时，有
5 30, 0
6 4

f fπ   < >   
  

π


，此时 ( )11s ζ 的零点位于

3 5,
4 6
π π 

 
 

；当 

5 4
34 2

L< <
π π

时，有
3 20, 0
4 3

f fπ   < >   
  

π


，此时 ( )11s ζ 的零点位于

2 3,
3 4
π π 

 
 

；当
3

L >
π
时，有 

2 0, 0
3 2

f f   < >   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于

2,
2 3

 π π 
 
 

； 

此时我们数学根据归纳法可以得到，当 2n ≥ 时，对于任意
2

θ ≤
π
均有 ( ) 0f θ > ，则令 

( ) ( )
1 2

1
1 ,

3 4 2 2
n

L n L
−

= + − = +
ππ π

π                      (3.13a) 

( ) ( )
3 4

1 1
,

26 3 3
n n

L L
π− −

+ =
ππ

=                      (3.13b) 

当 1L L= 时， ( )11s ζ 的零点为
1 3
2 2

iζ = − + ；当 2L L= 时，零点为
2 2

2 2
iζ = − + ；当 3L L= 时，零

点为
3

2 2
iζ = − + ；当 40 L L< < 时，有 ( ) 0f π > ，则散射数据 ( )11s ζ 在 ( )0,π 内不存在零点；当 4 3L L L< <

时，有 ( ) 50, 0
6

f f  < > 
 

π
π ，则 ( )11s ζ 的零点位于

5 ,
6

 π
π 

 
；当 3 2L L L< < 时，有

5 30, 0
6 4

f fπ   < >   
  

π


，

此时 ( )11s ζ 的零点位于
3 5,
4 6
π π 

 
 

；当 2 1L L L< < 时，有
3 20, 0
4 3

f fπ   < >   
  

π


，此时 ( )11s ζ 的零点位于 

2 3,
3 4
π π 

 
 

；当 1L L> 时，有
2 0, 0
3 2

f f   < >   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于

2,
2 3

 π π 
 
 

； 

情况 4：当 1n = − 时， ( ) 2 cosf Lθ θ θ= − − π   

θ  0 
6
π  

4
π  

3
π  

2
π  π  

f 2L − π  73
6

L π
−  52

4
L π
−  4

3
L π
−  3

2
π

−  2 2L− − π  
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此时当
2

θ ≥
π
时， ( ) 0f θ < ；当

7
6 3

L =
π

时， ( )11s ζ 的零点为
3

2 2
iζ = + ；当

5
4 2

L =
π

时， ( )11s ζ 零

点为
2 2

2 2
iζ = + ；当

4
3

L =
π
时， ( )11s ζ 的零点为

1 3
2 2

iζ = + ；当 0
2

L< <
π
时，有 ( ) ( )0 0, 0f f< π < ，

则散射数据 ( )11s ζ 在 ( )0,π 内不存在零点；当
7

2 6 3
L< <

π π
时，有 ( )0 0, 0

6
f f  π > < 

 
，此时 ( )11s ζ 的零点

位于 0,
6

 
 
 

π
；当

7 5
6 3 4 2

L <
π

<
π

时，有 0, 0
6 4

f f   > <   
   

π π
，则散射数据 ( )11s ζ 的零点位于 ,

6 4
 π π 
 
 

；当

5 4
34 2

L< <
π π

时，有 0, 0
4 3

f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

4 3
 π π 
 
 

；当
4
3

L >
π
时，有 

0, 0
3 2

f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

3 2
 π π 
 
 

； 

此时我们可以通过数学归纳法得知，当 1n ≤ − 时，对于任意
2

θ ≤
π
均有 ( ) 0f θ > ，我们可以定义 

5 6 7 8, , ,
2 6 3 3 4 2 2 3 3 3

n n n nL L L L= − = + =
π π π π π π

= −
π

− ，则有当 6L L= 时， ( )11s ζ 的零点为
3

2 2
iζ = + ；

当 7L L= 时，其零点为
2 2

2 2
iζ = + ；当 8L L= 时，零点为

1 3
2 2

iζ = + ；当 50 L L< < 时，有 

( ) ( )0 0, 0f f< π < ，则散射数据 ( )11s ζ 在 ( )0,π 内不存在零点；当 5 6L L L< < 时，有 ( )0 0, 0
6

f f  π > < 
 

，

则 ( )11s ζ 的零点位于 0,
6

 
 
 

π
；当 6 7L L L< < 时，有 0, 0

6 4
f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

6 4
 π π 
 
 

；

当 7 8L L L< < 时，有 0, 0
4 3

f f   > <   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

4 3
 π π 
 
 

；当 8L L> 时，有 

0, 0
2 3

f f   < >   
   

π π
，此时 ( )11s ζ 的零点位于 ,

3 2
 π π 
 
 

。 

综上所述，散射数据 ( )11s ζ 的零点随着区间长度 L 的变化而产生变动，通过对特殊的三角函数值的

研究发现，在一定的条件下， ( )11s ζ 在复ζ 平面的上半平面内只有一个零点，而在某些条件下， ( )11s ζ 在

上半平面内不存在零点。 

4. 总结 

本文首先利用具有特殊初值条件的散焦 KE 方程的 Lax 对得到了初值条件下的 KE 方程的 Jost 函数

解，然后通过散射关系得到了相应的散射矩阵和散射系数，随后根据已知的散射数据 ( )11 ,s t ζ 求出该系数

的零点，最后我们通过一些特殊的三角函数值来具体研究散焦 KE 方程的零点，在这个过程中，我们发

现散射数据 ( )11s ζ 的零点会随着区间长度的变化而产生变动，也就是说，在一定的区域内， ( )11s ζ 在复ζ
平面的上半平面内只有一个零点，但超过一定的区域， ( )11s ζ 在复ζ 平面的上半平面内不存在零点。 

尽管本文在关于特殊初值的 KE 方程的基础理论的创新上取得了一些进展，对于其他情况下研究相

应的零点问题提供了一个思路，而零点的精确解求解是一个复杂且困难的过程，相信在今后关于这一方

面的研究会找到更合适的方法来解决此问题，相信今后关于这一方面的研究将会越来越好，也将会碰撞

出更多激烈的火花，不断丰富孤立子理论的内容与结构。 
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