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摘  要 

本文主要对一类肿瘤–免疫细胞竞争模型的动力学性质进行研究。首先，分析在反应扩散模型中引入时

滞是否影响平衡点的稳定性；其次，给出了Hopf分支发生的充分条件；最后，通过数值模拟展示了肿

瘤–免疫细胞竞争模型的发展规律，并对理论结果进行了解释。 
 
关键词 

肿瘤–免疫模型，稳定性，Hopf分支 

 
 

Dynamics of a Tumor-Immune Response 
Diffusion Model with Time Delay 

Yuzhi Zhao, Xin Wei* 
School of Mathematical Science, Heilongjiang University, Harbin Heilongjiang 
 
Received: Apr. 28th, 2023; accepted: May 21st, 2023; published: May 31st, 2023 

 
 

 
Abstract 
In this paper, the dynamical properties of a tumor-immune cell competition model were studied. 
Firstly, the stability of equilibrium point is analyzed if time delay is introduced into reaction-dif- 
fusion model. Secondly, the sufficient conditions for the occurrence of Hopf bifurcation are given. 
Finally, the development law of tumor-immune cell competition model was demonstrated by nu-
merical simulation, and the theoretical results were explained. 
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1. 引言 

肿瘤是一种严重危害人类健康的重大疾病。近年来，随着医疗水平的不断提高，一些肿瘤患者得到

了治愈和有效控制。但是一些新的、不断变异的癌细胞正在威胁着人类健康。许多学者尝试用数学模型

来探索肿瘤细胞生长的规律，并尽可能地寻求解决方案控制或消除肿瘤细胞。 
许多研究人员使用免疫治疗或其他联合疗法，通过降低肿瘤生长过程中对免疫细胞活性的抑制，来

控制和降低肿瘤质量[1] [2]。Kuznetsov [3]等人的研究模拟了细胞介导免疫对不断增长的肿瘤细胞群体的

反应的一个简单的数学模型。Kirschner [4]等人通过建立数学模型来解释肿瘤细胞，免疫细胞和 IL-2 之间

的动力学行为，解释了肿瘤大小和肿瘤复发的短期振荡原因，以及什么条件下肿瘤可以被消灭。此外，

Bake [5]等人的研究，通过对微分方程模型参数的最小二乘拟合估计，很好的解释肿瘤的增长规律，使其

治疗效果更加优化。如今，免疫治疗法的相关理论正在日益完善。近些年来，人们利用数学模型这一工

具研究提高机体免疫力的方法[6] [7] [8] [9]，并利用稳定性和分支理论等分析模型，取得了丰硕的成果[10] 
[11] [12] [13]。 

本文在文献[14]中时滞微分方程模型的基础上，建立反应扩散方程模型来研究分析肿瘤细胞和免疫细

胞之间的相互作用。模型中考虑免疫细胞对处于不同阶段的肿瘤细胞有不同的灭杀率，来研究肿瘤细胞

和免疫细胞在间期和有丝分裂时的交互作用。具体模型如下： 
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其中 IT 表示在间期阶段肿瘤细胞的数量，这里间期指的是有丝分裂前期， MT 为有丝分裂期的肿瘤群体数

量，I 为免疫系统群体数量，τ 为细胞在间期阶段的驻留时间。方程中的 1d ， 2d 和 3d 分别代表相应细胞

自然死亡率， 1a 和 4a 代表细胞不同阶段转化的速率， ic  ( 1,2,3,4i = )代表肿瘤细胞与免疫细胞相遇的损

失率， ( ) ( )I M I MI T T T Tρ α+ + + 项代表由于肿瘤细胞的刺激而导致的免疫群体的非线性增长。参数 ρ 和

α 取决于所考虑的肿瘤类型和免疫系统的健康状况，特别是其产生某些细胞因子的能力。在没有肿瘤细

胞的情况下，免疫细胞以恒定的数量 k 生长。 , ,
I MT T Id d d 分别为模型中肿瘤细胞间期、肿瘤细胞有丝分裂
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期和免疫系统细胞群的扩散系数。Ω 是具有光滑边界 ∂Ω的有界区域，n 是 ∂Ω上的外法向量。考虑到系

统应具有生物学意义，上面的所有参数都是非负常数，初值函数也为非负函数。  

2. 稳态解的稳定性及 Hopf 分支分析 

本节将讨论系统常值稳态解的稳定性和 Hopf 分支的存在条件。 
系统(1)存在边界稳态解 ( )0 10,0,E k d ，该稳态解处没有肿瘤细胞存在。系统(1)可能存在正的常值稳

态解 ( )* * * *, ,I ME T T I ，其中 
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由韦达定理可知，要保证 *E 的正性，需要满足 
(H1)： ( ) ( ) *

2 3 4 1 3 4 10, .d d a a d a d I k+ + − < <  

2.1. 边界稳态解的稳定性和 Hopf 分支分析 

系统(1)在稳态解 0E 处的线性化系统为 
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系统(2)的特征方程为 

( )3 e 0ndet I D A B λτλ µ −+ − − = ， 0Nn∈ ， 

式中 3I 为 3 3× 单位矩阵，且 ( ), ,
I MT ITdiag d d d=D ， nµ 是特征值问题 
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x t
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的特征值，满足 0 1 20 µ µ µ= < ≤ ≤�，即，每个特征值 λ 是如下某一个方程 

( ) ( )( )2
1 1, 0, 1, 0, 0e 0,  NI n n n n nd d a a b b nλτλ µ λ λ λ −+ + + + + + = ∈                  (3) 

的根，其中 1, 1 1na p q= + ， 0, 1 1na p q= ， 1, 1nb a= − ， 0, 1 1 1 42nb a q a a= − ， 1 1 21IT np d c dk dµ= + + ， 
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1 3 4 3 1 MT nk dq d a c d µ= + + + 。 
当 0τ = 时，特征方程(3)变为 

2 0n nT Dλ λ+ + = ，                                    (4) 

其中 1, 1,n n nT a b= + ， 0, 0,n n nD a b= + 。如果 0nT > ， 0nD > ，对所有非负整数 n 成立，那么(4)的所有根都具

有负实部。不难看出 
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d d
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成立，就能保证 0nD > 。 
假设 ( )0iλ ω ω= ± > 是方程(3)的解，则有 
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从而 
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令 2Z ω= ，上式可写为以下形式 
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综上可得，当 *0 τ τ≤ < 时，特征方程(3)的根具有负实部，当 j
nτ τ= 时，(3)有一对简单的纯虚根，当

*τ τ> 时，(3)至少有一对具正实部的根。 
定理 1 假设(H2)成立。 
i) 如果 =∅ ，则当 0τ ≥ 时，系统(1)的边界稳态解 0E 是渐近稳定的。 
ii) 如果 ≠ ∅ ，则当 *0 τ τ≤ < 时，系统(1)的边界稳态解 0E 是渐近稳定的；当 *τ τ> 时， 0E 是不稳

定的；当 ( )j
n nτ τ= ∈ 时，系统(1)在边界稳态解 0E 处产生 Hopf 分支。 

2.2. 正稳态解的稳定性和 Hopf 分支分析 

在本节中，将讨论系统(1)的正稳态解 ( )* * * *, ,I ME T T I= 的稳定性。由前面讨论可知，当假设(H1)成立

时，系统(1)具有正的稳态解 *E 。类似于上一节的讨论，可将系统(1)在正稳态解 *E 处线性化，进而得出

特征方程为 
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当 0τ = ，特征方程(6)变为 
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由霍尔维茨准则知，上式所有根都具有负实部当且仅当 
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易得 2, 2, 0n na b+ >�� ，因此要保证所有特征根都有负实部只需要 
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因此，ω 应满足 
6 4 2 0g s lω ω ω+ + + =                                  (7) 

其中 2 2
2, 1, 2,2n n ng a a b= − − �� � ， 2 2

1, 2, 0, 1, 2, 0,2 2n n n n n ns a a a b b b= − − +� � �� � � ， 2 2
0, 0,n nl a b= − �� 。令 2y ω= ，得到 

( ) 3 2 0h y y gy sy l= + + + =  

( ) 23 2h y y gy s′ = + + 有两个零点 ( )1 2 6y s= − + ∆ ， ( )2 2 6y s= − − ∆ ， 24 12g s∆ = − 。对于 ( ) 0h y =
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的根有如下引理： 
引理 2 [15] 如果 0l < ，则 ( ) 0h y = 至少有一个正根。如果 0l ≥ 且 0∆ ≤ ，则 ( ) 0h y = 没有正根。如果

0l ≥ 且 0∆ > ，则 ( ) 0h y = 有正根当且仅当 1 0y > 且 ( )1 0h y ≤ 。 
不妨假设 ( ) 0h y = 存在 3 个正根，分别记为 *

1y ， *
2y ， *

3y ，则方程(7)有 3 个正根 * , 1,2,3i iy iω = = 。

定义 

( )( ) ( )
( )

2 2 3
0, 1 2, 0, 1, 1,

022 2 2
0, 1 1,

1 arccos 2 ,  N ,  1,2,3.n k n k n n k n k kj
k

k n k n k

b a a a b a
j j k

b a b

ω ω ω ω ω
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ω ω ω

 − − − − = + π ∈ =  − + 

� �� � �

� �
 

则当 j
kτ τ= 时， kiω± 是方程(6)的一对纯虚根。类似文献[15]的计算，可有 

引理 3 假设 ( )2 0kh ω′ ≠ ，当 kτ τ= 时， ( ) 0j
kReλ τ′ ≠ ， 0Nj∈ ， 1,2,3k = 。 

记 { }0

0 0
0 1,2,3

mink kk
τ τ τ

=
= = ，

00 kω ω= 。综上可得 

定理 2 假设(H1)，(H3)成立。 
(i) 如果 0, 0, 0n na b− >�� 且 0∆ ≤ ，则当 0τ ≥ 时，系统(1)的正稳态解 *E 是渐近稳定的。 
(ii) 如果 0, 0, 0n na b− <�� 或 0, 0, 0n na b− ≥�� ， 0∆ > ， 1 0x > ， ( )1 0h x ≤ ，则当 [ )00,τ τ∈ 时，系统系统(1)的

正稳态解 *E 是渐近稳定的。 
(iii) 如果(ii)的条件成立，且 ( )2 0kh ω′ ≠ ，当 j

kτ τ= ( 0Nj∈ ， 1,2,3k = )时，系统(1)在正稳态解 *E 处发

生 Hopf 分支。 

3. 数值模拟 

本节进行了一些数值模拟来进一步展示前面的理论结果。 
例 1 选择参数为 1 1a = ， 4 0.25a = ， 1 0.2c = ， 2 0.1c = ， 3 0.2c = ， 4 0.345c = ， 1 1d = ， 2 0.5d = ， 3 0.5d = ，

1α = ， 0.15ρ = ， 0.9k = ， 0.01
ITd = ， 0.1

MTd = ， 0.1Id = ， 0.2τ = 。这时 

( )( )1 2 1 1 3 4 3 1 42 0a d c k d d a c k d a a+ + + + − > ， 

定理 1 的条件都成立， ( )0 0,0,0.9E 是渐近稳定的。最终在免疫细胞存在的情况下，在间期(有丝分裂

前期)和有丝分裂期的肿瘤细胞都会消亡。数值模拟见图 1，初始条件为 ( ), 0.5 0.4cos 4IT j i x= + ， 

( ), 0.5 0.4cos 4MT j i x= + ， ( ), 1 0.8cos 4I j i x= + ， ( ) [ ] [ ], 0, ,0x t τ∈ π × − 。 
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Figure 1. The boundary steady state solution 0E  is asymptotically stable 
图 1. 边界稳态解 0E 渐近稳定 

 
例 2 选择 1 1a = ， 4 0.4a = ，1 0.01c = ， 2 0.009c = ， 3 0.01c = ， 4 0.009c = ， 1 0.03d = ， 2 0.1d = ， 3 0.29d = ，

0.3α = ， 0.1ρ = ， 0.016k = ， 0.01
ITd = ， 0.1

MTd = ， 0.1Id = ，使得(H2)成立。通过计算，发现只有 0n =
时，特征方程(6)有正根且 0 3.6029τ ≈ 。当 00 2τ τ≤ = < 时， *E 是渐近稳定的。此时肿瘤细胞在分裂间期

和分裂期生长速度较快，而免疫细胞的吞噬能力较弱，所以三者最终在 *E 处达到共存，见图 2。当 0τ τ=
时，系统(1)在正稳态解 *E 处发生 Hopf 分支。当 03.8τ τ= > 时， *E 是不稳定的，存在轨道稳定的周期解，

见图 3。图 2 和图 3 的初始条件为 ( ), 0.05 0.02cos 4IT j i x= + ， ( ), 0.05 0.02cos 4MT j i x= + ， 

( ), 2 cos 4I j i x= + ， ( ) [ ] [ ], 0, ,0x t τ∈ π × − 。 
 

       

 

Figure 2. The positive steady state solution *E  is asymptotically stable 
图 2. 正稳态解 *E 渐近稳定 
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Figure 3. A spatially homogeneous periodic solution exists near the positive steady-state solution *E  
图 3. 正稳态解 *E 附近存在空间齐次周期解 

4. 讨论 

本文建立的肿瘤–免疫模型考虑了三种细胞群体：免疫细胞，间期和有丝分裂阶段的肿瘤细胞，并

考虑了细胞周期阶段时滞。对于模型稳定性进行了分析，特别是时滞对稳定性的影响。由于时滞的加入，

使得系统变得更为复杂。首先分析边界稳态解，发现没有时滞时，如果肿瘤细胞在有丝分裂前和有丝分

裂时刻生长缓慢，在免疫细胞的作用下达到平衡状态，但时滞的引入使得系统不稳定；当肿瘤细胞具有

较快的生长速度而免疫细胞吞噬功能较弱时，三者处于共存状态，即正稳态解存在。稳定性分析结果说

明时滞是产生振荡周期解的主要原因。 
从模型的整体角度来看，本文所研究的模型具有局限性。事实上，免疫系统十分复杂，文中模型只

是探讨了免疫细胞与肿瘤细胞在空间表面的相互作用和影响，并没有具体说明如果加入药物，药物浓度

剂量是如何抑制肿瘤细胞的，因此有待进一步深入研究。 
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