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摘  要 

本文证明了 d� ，d 2≥ 中不可压缩磁流体(MHD)方程组在临界Besov空间中的局部适定性，当 p d1 2≤ <

时，初值满足 ( ) ( ) ( )×d p d d p d
p pu b B B� �1 1

0 0 ,1 ,1, − −∈ � � 的MHD方程(1.1)在 [ ]T0, 上有唯一解。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the local well-posedness for the d� , d 2≥  incompressible magne-
tohydrodynamic (MHD) equations in the critical Besov space. Let p d1 2≤ < , the MHD equations 

(1.1) with initial value ( ) ( ) ( )×d p d d p d
p pu b B B� �1 1

0 0 ,1 ,1, − −∈ � �  has a unique solution on [ ]T0, . 
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1. 引言 

我们考虑如下在 d� 中的常系数不可压缩磁流体(MHD)系统的局部适定性问题： 

( ) ( )0 00

div 0,div 0
, ,

t

t

t

u u u u b b
b u b b b u

u b
u b u b

µ
λ

=

∂ + ⋅∇ − ∆ +∇Π = ⋅∇
∂ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇
 = =
 =

                             (1.1) 

其中 u 表示速度场，𝑏𝑏表示磁场， ( ),x tΠ 表示压强。正常数 ,µ λ分别表示粘性系数和磁扩散系数。本文为

了方便起见，令 , 1µ λ = 。 
磁流体系统是用来研究磁流体动力学运动的经典系统，可以用来模拟太阳风、磁暴等磁流体现象，

也可以用来研究宇宙中的磁场结构和磁流体运动，它在物理学、工程学中扮演着重要的角色。 
当 b = 0 时，方程退化为经典的 Navier-Stokes 系统，对该系统的一个重要观测是以下标度不变性： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2 2, , , , , ,u t x t x u t x t xλ λ λ λ λ λ λ λΠ = Π                     (1.2) 

我们强调临界空间指的是其范数在(1.2)的放缩下保持不变的空间。Fujita 和 Kato [1]在临界齐次

Sobolev 空间 1 2H� 中证明了 Navier-Stokes 系统解的全局适定性，Cannone 在[2]中证明了当 3p > 时在 3 1
,
p

pB −
∞
�

空间中的适定性，Chemin [3]在 3 1
, ,1 ,1p

p qB p q− ≤ < ∞ ≤ ≤ ∞� 中证明了解的存在唯一性。基于对 Navier-Stokes
系统研究的理论方法，学者们进一步展开对 MHD 系统的系列研究，近年来，由于 MHD 模型的良好的对

称性，已有很多关于解的适定性，弱解正则性以及解的渐进性为的研究，在临界空间中，Hao [4]证明了

3d ≥ 时可压缩粘性磁流体动力学(MHD)系统在整个 d 空间中的 Cauchy 问题。后来，Bian 和 Yuan [5]证明

了可压磁流体力学方程在临界 Besov 空间对于初值满足 ( )1
,10

d p d
pBu −∈ � � ，

 ( ) ( )1
0 ,1 ,1

d p d d p d
p pH B B−∈ � �� ∩ � ，

( )0 ,1
d p d
pa B∈ � � ， 2d ≥ 的局部适定性，其中 H 表示磁场。近来，也有许多学者研究了可压 MHD 方程关

于小初值强解适定性以及大初值的适定性问题，具体可参见[6] [7] [8]。 
主要结论如下。 

2. 主要定理 

定理 2.1 令1 p≤ < ∞， ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 ,1 ,1,
d d

d dp p
p pu b B B
− −

∈ ×� �� � 且 0 0div div 0u b= = ，则存在 0T > ，使得当 

1 2p d≤ < 时，方程(1.1)有唯一解 

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
1 1 1 1

1 1
,1 ,1 ,1 ,1, 0, , 0, , 0, , 0, ,

d d d d
d d d dp p p p

p p p pu b T B L T B T B L T B
− − − −       

∈ ×              
       

� � � �� � ∩ � � � ∩ � . 
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3. 预备知识 

在给出主要定理之前，我们首先回顾[9]中关于 Littlewood-Paley 理论[9]的一些基本定义。对于 hu S ′∈ ， 
设 j∀ ∈�， ( )2 Dj

ju uϕ −∆� � ， ( )
1

2 Dj
j

j j
jS u u uχ

′
′

−

≤ −

∆= =∑ �� ，其中 ( ) ( ),χ τ ϕ τ 是光滑函数，使得  

{ } ( ), \3 8Supp 0 , 2 1,
4 3

jd d

j
ϕ τ τ τ ϕ τ−

∈

 ⊂ ∈ ≤ ≤ ∀ ∈ = 
 

∑
�

� �  

( ) ( )
0

4Supp , , 2 1.
3

jd d

j
χ τ τ τ χ τ ϕ τ−

≥

 ⊂ ∈ ≤ ∀ ∈ + = 
 

∑� �  

我们记算子 = −  ， 1 div−∇∆� 。 
下面给出齐次 Besov 空间的定义。 
定义 3.1 设 ( ) [ ]2, 1,p r ∈ ∞ ， s∈�。我们考虑 ( )d

hu S ′∈ � ，表示 ( )du S ′∈ � 且满足 lim 0j Lj
S u ∞→−∞

=� ，

齐次 Besov 空间的范数为： 

( )
( ),

2s pp r r

js
jB L j

u u
∈

∆�
� � �

��
 

定义 3.2 (a) 给定一个 Banach 空间，我们记 ( ), X XX
a b a b+= 。 

(b) 对于 [ ]1,q∈ +∞ ，记号 ( );qL I X 表示 I 上取值于 X的可测函数的集合，使得 ( ) X
t f t� 属于 ( )qL I 。

当 [ ]0,I T= 时，记 ( ) ( )0, ;q q
TL T X L X� 。

 
引理 3.1 令 1 21 ,, s dp s

q
≤ ≤ ∞ ≤ ，且 1 2 max 0, 2 1s s d

p
 

+ > − 
 

。对于 ( ) ( ) ( )1 2
,1 ,1, s s

p
d

p
df g B B∈ ×� �� � ，我们

有 

1 2
1 2

,1 ,1 ,1
.s s

s s
p p

p
p

d

B B Bfg fC g+ − ≤� � �                             (3.1) 

引理 3.2 令 , 0,1T pσ ∈ > ≤ ≤ ∞� ，且 2 11 q q≤ ≤ ≤ ∞ 。令 u 为如下热方程的解 

00

,
.

t

t

u u f
u u

=

∂ − ∆ =
 =

 

记 ( ) 1
1 1 21 1 1q q q −′ = + − 。则存在常数 c， 0C > 使得 

( )
( )

1 12 2
1 12 2

1 1 2,1

1 1
2 2

2 2
0( )

1 1

1 e 1 e2 2
j j

q q qp p
T p T

q q
cT q cT q

j qj
j jL B L L L

j j
u C u f

cq cq
σ σσ+

′
′− −

− +

∈ ∈

    − − ≤ ∆ + ∆       ′    
∑ ∑� �
� �

� �   (3.2) 

特别地，有以下估计 

( )2 22
1 1 2 2

,1,1 ,1
0( ) ( )q q q q

pT Tp pL B L BBu fC uσ σ
σ

+ − +≤ +� � � �� .                       (3.3) 

引理 3.3 (插值不等式)对于 1 20 s s< < ， 0 1θ≤ ≤ ，且 1 21 , ,p q q≤ ≤ ∞，有以下插值不等式成立 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2
,1 ,1,1 ,1 ,1 ,1

1 1,s s q s q sqs s
p pT T Tp p p pB B B L B L B L Bu C u u u C u uθ θ θ θ− −≤ ≤� � � � � � � � �               (3.4) 

其中 

( )1 21s s sθ θ= + − ，
1 2

1 1
q q q

θ θ−
= + . 
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引理 3.3 (Bernstein 不等式)令 B 为 d� 中的球，ℑ为 d� 中的一环，令 2 11 p p≤ ≤ ≤ ∞，则 
( )( )2 1

21

1 1

1 1

| |

ˆSupp 2 2

ˆSupp 2 2 sup .

pp

p p

j d p pj
x LL

j jN
xL LN

f u a C u

f u u C

B

u

αα

α

α

+ −

−

=

⊂ ⇒ ∂ ≤

⊂ ⇒ ≤ ∂ℑ
                 (3.5) 

4. 主要定理证明 

由于 ,u b的不可压性质，我们有 ,u u b b= =  ，对方程(1.1)作用 得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )0 00

div 0,div 0
, ,

t

t

t

u u u u b b

b u b b b u
u b

u b u b

µ

λ

=

∂ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇

∂ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇
 = =
 =

 

 
 

下面，我们利用逼似解[10]的论证过程来证明这一结果。令 ( ),n n
L Lu b 为如下方程的解 

( )( ) 0 0

0

0

div div 0

, ,0 ,

n n
t L L

n n
t L L

n n
L L

n n
L L j j

j n j n

u u

b b

u b

u b x u b

µ

λ

≤ ≤

∂ − ∆ =

∂ − ∆ =


= =


  = ∆ ∆   
∑ ∑� �

                          (4.1) 

构造 ( ) ( )0 0, 0,0u b � ， ( ),n nu b 是如下线性方程组的解： 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )

1 1

1 1

1 1

div div 0

, ,0 0,0

n n n n n n
t

n n n n n n
t

n n

n n

u u u u b b

b b u b b u

u b

u b x

µ

λ

+ +

+ +

+ +

∂ − ∆ = − ⋅∇ + ⋅∇

∂ − ∆ = − ⋅∇ + ⋅∇


= =


=

 

 
                    (4.2) 

4.1. 逼近解列的一致有界性 

令 ( ) ( ), ,n n n n n n
L Lu b u u b b+ +� ，1 p≤ < ∞， ( ) ( ) ( )

1 1

0 0 ,1 ,1,
d d

d dp p
p pu b B B
− −

∈ ×� �� � 且 div div 0n nu b= = ，则存 

在足够小的 0T > ，使得解 ( ),n n
L Lu b 和解 ( ),n nu b 满足 

( )

( ) ( )

1

,1

1
1

,1

1 1 1 1
1 1

,1 ,1 ,1 ,1

0( )

2

( )

( ) ( ) ( ) ( )

,

, ,

d
p

T p

d
p

T p

d d d d
p p p p

T T T Tp p p p

n n
L L L B

n n
L L nL B

n n
L B L B L B L B

u b CU

u b S

u b

ε

ε

−
∞

+

− + − +
∞ ∞

≤ 
≤ 

+ ≤ 

�

�

� � � �∩ ∩

 

其中 1ε � ， 1 1

,1 ,1
0 0 0

d d
p p
p pB BU u b− −+� �� 。 

证明：对于方程(4.1)，我们利用引理 3.2 中(3.2)式易得 ( )1nS ，利用引理 3.2 中(3.3)式得 

( ) ( ) ( )2

3 1
1

,1

3 1
2

0 0
( )

, 1,2 e
j

p
p

T p

j
pn cT

j j LjL B

n
L Lu C ub b

+

 
− 

− ≤ ∆ ∆ −∑
�

� � , 
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对 n∀ ∈�，取 3T ε≤ ，存在 0N ∈�，使得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2

3 1
1

3

0,

0

1

0 1

,

1

2

3 1
2

0 0
( )

3 1
2

0 0

2
2

0
2

0

2 1 e

2 1 e

, ,

, ,2
2

,

p
p

j

p
p

T p

j

p

j
pn cT

j j Lj NL B

j
p cT

j j Lj N

N

n
L L

B

u C u

C

b b

u

C t u

b

b εε

+

−

 
− 

− 

≥

 
− 

− 

≤

≤ ∆ ∆ −

∆ ∆+

≤

−

≤ +

∑

∑

�

�

� �

� �  

从而证得 ( )2nS 。 
下用归纳法证明 ( )3nS ，对方程(4.2)运用引理 3.2 中(3.2)式得 

( ) ( )1 1 1 11 1 1
,1 ,1 ,1 ,1( ) ( ) ( ) ( )

d d d d
p p p p

T Tp p T Tp p

n n n n n
L B L B L B L B

u C u u b b− + − −
∞

 
≤ ⋅∇ + ⋅∇ 

 � � � �∩
                (4.3) 

( ) ( )1 1 1 11 1 1
,1 ,1 ,1 ,1( ) ( ) ( ) ( )

d d d d
p p p p

T Tp p T Tp p

n n n n n
L B L B L B L B

b C u b b u− + − −
∞

 
≤ ⋅∇ + ⋅∇ 

 � � � �∩
                (4.4) 

对于(4.3)式的第一项，我们应用引理 3.1 和插值不等式得 

( ) ( )

( )

1 1
1 1

,1 ,1

1
,1

,1

,1 ,1

1 1 1 1
1 1

,1 ,1 ,1 ,1

( ) ( )

( )

2

0

2 2

0

( ) ( ) ( ) ( )

2
0

div

d

d

1 ,

d d
p p

T Tp p

d
p

T p

d
p
p

d d
p p
p p

d d d d
p p p p

T T T Tp p p p

n n n n

L B L B

n n
L B

T n

B

T n n
L

B B

n n n n
L LL B L B L B L B

u u C u u

C u u

C u

C u u

C u u C u u

C U

τ

τ

ε

− −

− + − +
∞ ∞

⋅∇ ≤ ⊗

≤ ⊗

≤

 
 ≤ +
 
 

≤ +

≤ +

∫

∫

� �

�

�

� �

� � � �



 

对于(4.4)式的第一项，在引理 3.1，young 不等式和插值不等式的帮助下，得 

( ) ( )

( )

1 1
1 1

,1 ,1

1
,1

,1 ,1

,1 ,1 ,1 ,1

( ) ( )

( )

0

2 2 2 2

0

2
0

div

d

d

1 ,

d d
p p

T Tp p

d
p

T p

d d
p p
p p

d d d d
p p p p
p p p p

n n n n

L B L B

n n
L B

T n n
B B

T n n n n
L L

B B B B

u b C u b

C u u

C u b

C u u b b

C U

τ

τ

ε

− −⋅∇ ≤ ⊗

≤ ⊗

≤

 
 ≤ + + +
 
 

≤ +

∫

∫

� �

�

� �

� � � �



 

取 ε 足够小使得 ( )0
11
4

C U ε+ < ，类似地，我们可以得到 ( ) 1
1

,1( )
d
p

T p

n n

L B
b b −⋅∇

�
 和 ( ) 1

1
,1( )

d
p

T p

n n

L B
b u −⋅∇

�
 的 

估计。综合(4.3)和(4.4)的估计完成了 ( )3nS 的证明。 
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4.2. 解的存在性和唯一性 

为了得到局部解的时间存在性，我们将证明 ( ),n nu b 是如下空间的 Cauchy 序列，即 

( )
3 1

2
* ,1, 0, ;n n p

T pu b L T B
− 

∈   
 

�  

对 1n∀ ≥ ，T∗足够小，设 
1 1 1 1, , 1n n n n n nu u u b b b nδ δ+ + + += − = − ∀ ≥  

则有如下系统 

( )( ) ( )

1 1

1 1

1 1
1 0 1 0

div div 0

, ,0 ,

n n n
t

n n n
t

n n

n n
n n

u u F

b b H

u b

u b x u b

δ µ δ δ

δ λ δ δ

δ δ

δ δ

+ +

+ +

+ +
+ +

∂ − ∆ =

∂ − ∆ =
 = =
 = ∆ ∆

� �

                        (4.5) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 1

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

F u u u u b b b b

H u b u b b u b u

δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ

− −

− −

= − ⋅∇ − ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇

= − ⋅∇ − ⋅∇ + ⋅∇ + ⋅∇

   

   
 

对任意 ]0, [T T∗∈ ，因为 div div 0n nu b= = ，由引理 3.1 和 3.2，这里令1 2p d≤ < ，有 

( ) ( ) ( )

1 1
2 2

,1 ,1

2 1
2 2

,1 ,1 ,1

1 1 1
( ) ( )

1 1
1 0 1 0 ( ) ( )

, , , , ,

d d
p p

T Tp p

d d d
p p p

T Tp p p

n n n
L B L B

n n n n n n
n n B L B L B

V u b

u b u b u b u b

δ δ

δ δ

− −

− −

+ + +

− −
+ +

+

≤ ∆ ∆ +

� �

� � �

�

� �
          (4.6) 

由 Bernstein 不等式得 

( ) ( ) ( ) 12
,1,1

1
1 0 1 0 0 0, 2 , dd

pp
pp

n
n n BB

u b C u b −−
− +

+ +∆ ∆ ≤ ��
� �                      (4.7) 

结合(4.6)和(4.7)得 

( )1
1 22n n nV C C D T V+ −≤ + , 

其中常数 1 2, 0C C > ，取T∗足够小使得 ( )2
1
2

C D T < ，可得 ( ){ },n nu b 在

3 1
2

* ,10, ; p
T pL T B

− 
  
 

� 中为一收敛序列。从

(4.1)和 (4.2)中可以找到极限 ( ),u b 是初值满足 ( ) ( ) ( )
1 1

0 0 ,1 ,1,
d d

d dp p
p pu b B B
− −

∈ ×� �� � 的方程组 (1.1)的解，且

( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ] ( )
1 1 1 1

1 1
,1 ,1 ,1 ,1, 0, , 0, , 0, , 0, ,

d d d d
d d d dp p p p

p p p pu b T B L T B T B L T B
− − − −       

∈ ×              
       

� � � �� � ∩ � � � ∩ � 。 

类似于解的局部存在性证明，可以得到解 ( ),u b 的唯一性。因此，我们完成了解 ( ),u b 在 [ ]0,T 上存在

唯一性的证明。 

5. 总结 

本文针对方程(1.1)，采用构造逼近解列的方法[10]，通过 Cauchy 列收敛证明该逼近解有极限，然后

利用极限唯一性证得逼近解在分布意义下是方程(1.1)在 [ ]0,T 上的解，进而证得该解也是唯一的。由于
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MHD 方程良好的对称性及其在物理学上的重要性，我们认为对 MHD 系统的解的性质的研究是非常重要

的。基于对 Navier-Stokes 方程组的学习，我们对 MHD 中的线性系统以及非线性的处理，可以从 Navier- 
Stokes 方程组运用到的一些方法中借鉴或汲取灵感，提高研究的可行性。之后我们可以进一步研究临界

齐次空间解的整体适定性以及非齐次不可压 MHD 方程组的整体适定性问题。 
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