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摘  要 

本文研究了混凝土抗压强度与龄期和混凝土成分之间的关系，使用最小二乘法、最优子集选择、岭回归

和Lasso回归建立了5个回归模型对混凝土抗压强度进行建模。通过建立训练集与测试集，计算测试集上

的均方误差来评价模型的预测效果。结果显示，用交叉验证做最优子集选择拟合出的模型的均方误差是

最小的，其次加权最小二乘回归的效果也比较好，它可以有较好的拟合优度，它的预测误差和其他几个
模型的差距也不是很大。同时，模型也还有进一步改进的空间，可以考虑各特征之间的特性来构造出最

合适的模型。 
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Abstract 
In this paper, the relationship between concrete compressive strength and age and concrete com-
position was investigated and five regression models were developed to model concrete compres-
sive strength using least squares, optimal subset selection, ridge regression and Lasso regression. 
The prediction effectiveness of the models was evaluated by establishing training and test sets and 
calculating the mean square error on the test set. The results show that the mean square error of 
the model fitted by using cross validation as the optimal subset selection is the smallest, followed 
by the weighted least squares regression, which can have a better goodness of fit, and the differ-
ence between its prediction error and several other models is not very large. At the same time, 
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there is still room for further improvement of the model, and the characteristics between the fea-
tures can be considered to construct the most suitable model. 
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1. 引言 

混凝土强度是混凝土质量控制的核心内容，是结构设计和施工的重要依据，是混凝土最重要的性能

之一。混凝土的质量，直接关系到分项工程、分部工程以及单位工程的评定验收。混凝土的原材料处理

常用的水泥以外，新出现了球状水泥、调粒水泥、活化水泥等，而矿渣、粉煤灰、沸石等超细掺合料及

硅粉等，成为高强度混凝土中不可缺少的组分[1]。超强塑化剂、高效减水剂等外加剂的应用也越来越普

遍。所有这些使得混凝土的组成更加复杂，性能更为优越，适应性更强，应用范围更广泛[2]。 
一般来说，混凝土抗压强度是对混凝土试件进行 28 d 标准养护后，通过测试获得的，但混凝土强度

的测试过程非常复杂且费时，即使试验结果不能满足规定强度，混凝土强度也不能提高。因此，混凝土

抗压强度早期预测具有重要研究意义[3]。本文主要研究混凝土与水泥、高炉矿渣、粉煤灰、水、高效减

水剂、粗骨料和细骨料以及龄期之间的线性关系，当然线性模型只是最简单和基础的模型，BP 神经网络

在建立非线性模型方面有非常好的效果[4]，但依据本学期学习的内容，本文只研究了线性关系，也取得

了比较好的效果。 

2. 模型理论 

本文主要做的是线性回归分析，标准的线性回归模型是： 

0 1 1 p pY X Xβ β β ε= + + + +�  

通常用于描述响应变量Y 与预测变量 1 2, , , pX X X� 之间的线性关系， 0 1, , , pβ β β� 是需要估计的参数。

下面介绍拟合此模型的方法。 

2.1. 最小二乘回归 

最小二乘法是求解线性回归模型最经典的方法，它的主要通过最小化 RSS， 
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从而得到 β̂ 。 
对于 n 组观测数据，则需要拟合下列的线性回归方程组： 
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它可以表示成矩阵的形式： y X β ε= + ，对于求解出最小的 RSS，即关于求解 β̂ 值，一般采用梯度

下降法或者牛顿法。可以得到它的算法是：

 
( ) 1ˆ X X X Yβ −′ ′=  

其中 X X′ 可逆，则要求 1n p≥ + 且特征不冗余。 

2.2. 最优子集选择 

最优子集选择是对 p 各预测变量的所有可能线性组合分别使用最小二乘回归进行拟合。对含有一个 

预测变量的模型，拟合 p 个模型；对含有两个预测变量的模型，拟合 ( )1 2
2

  ≥ − 
 

p p p 个模型，以此类 

推。最后在所有可能的模型中选择最优模型[5]。它的算法过程是：对于 1,2, ,k p= � ；k 取每一个值都会

生成相应数量 k
pC 个模型，从中挑出 RSS 最小或 R 方最大的模型，记为 0 1, , , pM M M� ；再根据交叉验证

预测误差、 ( )AICpC  (残差平方和)、BIC 或者调整的 R 方找出最优的模型。其中 

( )21 ˆRSS 2pC d
n

σ= +  

( )2
2

1 ˆAIC RSS 2
ˆ

d
n

σ
σ

= +  

( )( )21 ˆBIC RSS log n d
n

σ= +  

d 表示预测变量个数。 
Cp 统计量是测试均方误差的无偏估计，所以测试误差较低的模型 Cp 取值也比较低，因此，可以通过

选择具有较低 Cp 的模型作为最优模型；AIC 是赤池信息准则，它适用于许多极大似然法进行拟合的模型，

对于最小二乘模型 Cp 与 AIC 是成正比的；BIC 是从贝叶斯信息准则，它通常给包含多个变量的模型施以

较重的惩罚，所以与 Cp 相比，得到的模型规模更小[5]。以上三个统计量都是选择值最小的模型作为最优

模型。 
调整的 R2 是另一种对一系列具有不同变量个数的模型进行选择的方法，它定义为： 

( )
( )

2 RSS 1
1

TSS 1
n d

R
n
− −

= −
−

调整的  

其中 ( )2TSS iy y= −∑ 。它的使用准则是调整的 R2 值越大，模型测试误差越小，因此选择值最大的模型

作为最优模型。 

2.3. 岭回归 

岭回归系数估计值 β̂ 通过最小化下式得到： 
2

2 2
0
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其中 2

1

p

j
j

λ β
=
∑ 是压缩惩罚，在机器学习中又叫做正则项，可以通过控制 λ 的大小来调节模型的复杂度，当 

0λ = 时，惩罚项不产生作用，岭回归与最小二乘估计结果相同，随着 λ →∞，压缩惩罚项的影响力增加，

岭回归系数估计值越来越接近于 0。 
岭回归的系数估计问题等价于求解以下问题： 
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得到的模型估计是： 

( ) ( ) 1ˆ k X X kI X yβ −′ ′= +  

与最小二乘相比，岭回归的优势在于它综合权衡了误差与方差。随着 λ 的增加，岭回归拟合效果的

光滑度降低，虽然方差降低，但偏差在增大。而岭回归的劣势在于它无法做子集选择，它的最终模型包

含全部的变量。 

2.4. Lasso 回归 

Lasso 的系数估计值 β̂ 通过求解下式的最小值得到： 
2

0
1 1 1 1

RSS
p p pn

i j ij j j
i j j j

y xβ β λ β λ β
= = = =

 
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岭回归的惩罚项采用的是二范数，而 Lasso 的惩罚项采用的 1 范数，它定义为
1

β β= ∑ j 。Lasso
估计也将系数估计值往 0 的方向进行缩减，而且，当参数 λ 足够大时，惩罚项具有将其中一些系数估计

值强制设定为 0 的作用。所以 Lasso 可以完成变量选择，它得到了稀疏模型——只包含所有变量的一个

子集的模型[5]。 
Lasso 的系数估计也等价于求解以下问题： 

2
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当 n = p 时，Lasso 估计形式如下： 
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3. 实证分析 

3.1. 数据介绍 

3.1.1. 数据来源说明 
本文所用的数据集来源于机器学习存储库(UIC)，由台湾中华大学土木工程系叶毅成教授捐赠的混凝

土抗压强度数据集。数据是由实验室测定的在特定龄期(天)下给定混合物的实际混凝土抗压强度(MPa)，
混凝土的成分包括水泥、高炉矿渣、粉煤灰、水、高效减水剂、粗骨料和细骨料。数据为原始形式(未缩

放)。本文使用 R 软件对数据进行分析。 

3.1.2. 数据变量说明 
该数据集一共有 9 个变量，其中预测变量 8 个，响应变量 1 个，样本有 1030 个，没有缺失值，而且

所有变量都是定量变量，具体变量信息见表 1。 
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Table 1. Variable description 
表 1. 变量描述 

变量分类 变量 变量名称 变量含义 

预测变量 

X1 Cement 水泥：kg/m3 混合物 

X2 Blast Furnace Slag 高炉矿渣：kg/m3 混合物 

X3 Fly Ash 粉煤灰：kg/m3 混合物 

X4 Water 水：kg/m3 混合物 

X5 Superplasticizer 高效减水剂：kg/m3 混合物 

X6 Coarse Aggregate 粗骨料：kg/m3 混合物 

X7 Fine Aggregate 细骨料：kg/m3 混合物 

X8 Age (day) 龄期：天 

响应变量 Y Concrete compressive strength 抗压强度：MPa 

3.1.3. 描述性分析 
对每个变量做描述性统计分析，得到的表 2 是各变量的最小值、第一四分位数、中位数、均值、第

三四分位数、最大值。最小值和最大值体现了数据的波动范围，而它们的差值大小可以初步判断数据的

波动大小，均值和中位数分别是在做参数估计和非参数估计使用的重要统计量，而分位数也是我们在估

计位置参数时常用到的统计量。 
 
Table 2. Descriptive statistics 
表 2. 描述统计 

 Min 1st Qu Median Mean 3rd Qu Max 

X1 102.0 192.4 272.9 281.2 350.0 540.0 

X2 0.0 0.0 22.0 73.9 142.9 359.0 

X3 0.00 0.00 0.00 54.19 118.30 200.10 

X4 121.8 164.9 185.0 181.6 192.0 247.0 

X5 0.000 0.000 6.400 6.205 10.200 32.200 

X6 801.0 932.0 968.0 972.9 1029.4 1145.0 

X7 594.0 731.0 779.5 773.6 824.0 992.6 

X8 1.00 7.00 28.00 45.66 56.00 365.00 

Y 2.33 23.71 34.45 35.82 46.13 82.60 

 
相关系数矩阵热图用来判断两个变量之间的线性相关性，蓝色程度越深表示正相关性越强，红色程

度越深表示负相关性越强。从图 1 可以看出 X4 和 X5 两个变量，即混合物中水的含量和高效减水剂的含

量之间有较强的负相关性，在后续做线性回归时，可以考虑将其中一个用另一个线性表出。变量 X3 和

X6，变量 X8 和 X6 之间的相关系数接近于 0，即在建模的时候可以考虑混合物中粉煤灰的含量与粗骨料

的含量相互独立，粗骨灰的含量与混凝土的龄期相互独立。 
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Figure 1. Heat map of correlation coefficient matrix 
图 1. 相关系数矩阵热图 

 
在回归模型建立过程中，我们先划分数据的训练集和测试集，在训练集上拟合模型，在测试集上做

预测，然后用均方误差评价模型效果。本文将 2/3 的数据作为训练集，1/3 的数据作为测试集，见表 3。 
 
Table 3. Experimental data set 
表 3. 试验数据集 

数据类型 预测变量 响应变量 

训练集 
xtrain ytrain 

687 项 687 项 

测试集 
xtest ytest 

343 项 343 项 

3.2. 最小二乘法 

做简单的线性回归分析，先用最小二乘法拟合多元线性模型，首先得到的是表 4 模型的描述统计数

据，分别是残差的最小值、分位数、最大值。 
 
Table 4. Residual data for model 1 
表 4. 模型 1 的残差数据 

Min 1Q Median 3Q Max 

−31.653 −6.147 −0.678 6.839 34.804 

 
表 5 是初始模型拟合结果，Estimate 是回归参数的估计，它包括了常数项系数和预测变量系数，所

以初始模型为： 
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Model 1: 39.707456 0.121677* 1 0.104744* 2 0.089102* 3
0.13217* 4 0.33244* 5 0.022714* 6 0.029404* 7 0.128748* 8

Y X X X
X X X X X

= − + + +
− + + + +

 

Std.Error 为回归参数的标准误，t value 表示检验 t 值，Pr(>|t|)是 t 检验的 P 值。“***”说明极为显

著，“**”说明高度显著，“*”说明显著，“.”说明不太显著，没有记号为不显著。所以，从表 5 可

以看出拟合出的模型所有变量的系数都是显著的。 
 
Table 5. Estimation of regression parameters for model 1 
表 5. 模型 1 的回归参数估计 

 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) 

(Intercept) −39.707456 30.968586 −1.282 0.20022 

X1 0.121677 0.010171 11.963 <2e−16*** 

X2 0.104744 0.012182 8.599 <2e−16*** 

X3 0.089102 0.015261 5.839 8.16e−09*** 

X4 −0.132170 0.046732 −2.828 0.00482** 

X5 0.332440 0.115643 2.875 0.00417** 

X6 0.022714 0.010974 2.070 0.03885* 

X7 0.029404 0.012651 2.324 0.02041* 

X8 0.128748 0.007202 17.876 <2e−16*** 

 
表 6 是关于模型拟合效果的估计，虽然从检验的 P 值看出该模型估计是显著的，但通过 R2 和调整的

R2 可以看出，模型的拟合度并不高，只达到了 0.62，模型还有望调整，使得模型具有更高的拟合度和预

测精度。 
 
Table 6. The effect of the fit of model 1 
表 6. 模型 1 的拟合效果 

Residual standard error 10.36 on 678 degrees of freedom 

Multiple R-squared (R2) 0.6258 

Adjusted R-squared (调整的 R2) 0.6214 

F-statistic (F 统计量) 141.7on 8 and 678 DF 

P-value (P 值) <2.2e−16 

 
绘制模型的拟合效果图可以观察到很多改进方向，图 3 的第一行第一列是残差拟合图，它是模型拟

合值与残差之间的散点图，红色线条表示二者关系的平滑曲线。若满足线性假设，二者应该不存在任何

趋势性的关系，即红色线条应该与 y = 0 基本重合。从图中观察，红色线条大致与 y = 0 重合，但是散点

图呈现倒漏斗形状，并不是均匀地分布在 y = 0 周围，可以考虑误差项的异方差性。 
Q-Q 图它可以检验数据序列是否满足某种概率分布，它将对应分布的概率分位数作为横坐标、数据

序列的分位数作为纵坐标作成散点图，若该数据序列满足该概率分布，则散点的趋势线应该与某条直线

基本重合。图 2 的第一行第二列是模型 1 的正态 Q-Q 图，可以看出散点的趋势与 y = x 是基本重合的，

认为总体上看，模型 1 的残差大致服从标准正态分布。 

https://doi.org/10.12677/aam.2023.129371


黄梅 

 

 

DOI: 10.12677/aam.2023.129371 3778 应用数学进展 
 

 
Figure 2. Residual fit plot for model 1 
图 2. 模型 1 的拟合效果图 
 

若模型满足同方差假设，则拟合值处于不同位置时残差的分布范围应该基本相同，即没有明显的集

聚性或离散性，这一点可以通过观察残差–拟合图散点的离散程度，但更直观地是通过观察尺度–位置

图。该图的纵坐标为标准化残差绝对值的平方根。若满足假设，则趋势线应该基本呈水平状。图 2 的第

二行第一列是模型 1 的尺度–位置图，可以看出趋势线是呈缓慢上升状的，得到与残差拟合图相似的结

论，即模型的误差项存在异方差性。 
图形只能作为我们猜想的一个依据，在下结论之前我们需要做严格的假设检验。做 Shapiro-Wilk 检

验：得到的 P 值是 0.01341，在 0.05 的置信水平下拒绝原假设，认为残差服从正态分布。做异方差检验：

得到的 P 值 < 2.22*10−16，在 0.05 的置信水平下拒绝原假设，认为模型是存在异方差性的。Durbin-Watson
检验可以判断残差是否存在一阶自相关，即检验模型是否满足独立性假设，得到的 P 值 < 0.05，在 0.05
的置信水平下拒绝原假设，认为模型的残差是不存在一阶自相关性的。方差膨胀系数(VIF)可以用来检验

自变量之间是否具有多重共线性。自变量对应的 VIF 越大，说明其越有可能与其他自变量存在多重共线

性。如果自变量之间存在多重共线性，即某个特征可以有其他自变量线性表出，这会增大解的不确定性，

可能导致最后与真实的 β差别很大，或解的取值范围变大。我们通过上一节特征之间的相关矩阵发现 X4
与 X5 是存在线性相关的可能性的。从另一个方面，我们查看特征的方差膨胀系数(VIF)，其中 

( ) 2
1ˆVIF

1
j j

j
X X

R
β

−

=
−

 

结果如表 7 所示，发现膨胀系数最高的是 X1，而剩下的变量 X2、X3、X4、X7 都存在较高的方差膨

胀系数。 
 
Table 7. Characteristic expansion factor for model 1 
表 7. 模型 1 的特征膨胀因子 

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

7.15 7.01 6.05 6.54 3.09 4.78 6.64 1.09 
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线性回归中一个重要的假设是误差项的方差是恒定的，即 ( ) 2
iVar ε σ= 。线性模型中的假设检验和标

准误差、置信区间计算都依赖于这一假设，但我们从前面的分析已经知道，误差项是存在异方差性的。

因此考虑用凹函数对响应变量做变换，取响应变量为 log(Y)，得到的模型结果显示 R2 降低到了 0.5615，
说明取对数并没有使得模型的拟合效果更好。另一个消除异方差性的方法是使用加权最小二乘法拟合模

型，加权最小二乘的基本思想是对原模型进行加权，即对较小的残差平方赋予较大的权数，对较大的残

差平方赋予较小的权数，使之变成一个新的不存在异方差性的模型，然后再使用不同的最小二乘法估计

模型参数。用加权最小二乘法拟合模型得到了模型 2，它有一个非常理想的结果，如表 8 中的数据所示，

模型显著，且拟合度达到了 0.9052。表 9 是各变量和常数项的系数估计。 
 
Table 8. The effect of the fit of model 2 
表 8. 模型 2 的拟合效果 

Residual standard error 2.858 on 678 degrees of freedom 

Multiple R-squared (R2) 0.9063 

Adjusted R-squared (调整的 R2) 0.9052 

F-statistic (F 统计量) 819.9on 8 and 678 DF 

P-value (P 值) <2.2e−16 

 
Table 9. Values of fitted coefficients for model 2 
表 9. 模型 2 的拟合系数值 

 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|) 

(Intercept) −49.225666 15.446142 −3.187 0.0015** 

X1 0.126639 0.005268 24.039 <2e−16*** 

X2 0.108608 0.006117 17.755 <2e−16*** 

X3 0.095798 0.007087 13.517 <2e−16*** 

X4 −0.116527 0.023477 −4.963 8.77e−07*** 

X5 0.320649 0.062235 5.152 3.38e−07*** 

X6 0.024671 0.005396 4.572 5.73e−06*** 

X7 0.032837 0.006165 5.327 1.36e−07*** 

X8 0.137415 0.004471 30.736 <2e−16*** 

 
我们在测试集上对上面两个模型进行预测，计算模型预测值与真实值之间的均方误差(MSE)，得到

的结果如表 10 所示，可以看出模型 1 的均方误差要更小，即预测误差更小，这说明不能只用拟合效果来

判断模型的好坏，这可能会出现过拟合的情况。 
 
Table 10. Mean square error values for the two models 
表 10. 两个模型的均方误差值 

 Model 1 Model 2 

MSE 112.7072 116.0546 
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3.3. 最优子集选择 

用最优子集选择法估计线性回归模型参数具有更好的解释性，它实现了最优预测变量子集的筛选，

得到了表 11 的结果，第 1 个模型只包含变量 X1，第 2 个模型包含变量 X1、X5，第 3 个模型包含变量 X1、
X5、X8，第 4 个模型包含变量 X1、X2、X4、X8，第 5 个模型包含变量 X1、X2、X3、X4、X8，第 6 个

模型包含变量 X1、X2、X3、X4、X5、X8，第 7 个模型包含变量 X1、X2、X3、X4、X5、X6、X8，第 8
个模型包含所有变量。 
 
Table 11. Models for optimal subset selection 
表 11. 最优子集选择的模型 

 X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

1 “*” “ ” “ ” “ ” “ ” “ ” “ ” “ ” 

2 “*” “ ” “ ” “ ” “*” “ ” “ ” “ ” 

3 “*” “ ” “ ” “ ” “*” “ ” “ ” “*” 

4 “*” “*” “ ” “*” “ ” “ ” “ ” “*” 

5 “*” “*” “*” “*” “ ” “ ” “ ” “*” 

6 “*” “*” “*” “*” “*” “ ” “ ” “*” 

7 “*” “*” “*” “*” “*” “*” “ ” “*” 

8 “*” “*” “*” “*” “*” “*” “*” “*” 

 
评价模型的指标是 R2，RSS，调整的 R2，Cp(AIC)或者 BIC，其中 R2 和调整的 R2越大，模型拟合度

越高，RSS，Cp，BIC 越小，模型拟合度越高。从表 12 随着变量个数的增加，各统计量都得到改善，依

照每一个统计量的数据选择了最优的子集个数，图 3 中的红色点表示各统计量选择的最优结果。结果显

示选择 6 个特征是最优的。 
 
Table 12. Model statistics for optimal subset selection 
表 12. 最优子集选择的模型统计量 

 R2 RSS 调整的 R2 Cp BIC 

1 0.2478 216002.7 0.2471 971.395 −279.471 

2 0.3512 186326.8 0.3499 698.980 −424.756 

3 0.4818 148827.4 0.4802 354.220 −649.275 

4 0.5578 127003.2 0.5560 154.410 −805.670 

5 0.6110 111718.1 0.6091 15.067 −930.813 

6 0.6140 110843.2 0.6118 8.977 −931.974 

7 0.6142 110798.1 0.6115 10.559 −925.456 

8 0.6155 110413.2 0.6125 9.000 −922.103 
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Figure 3. Model selection results for each statistic 
图 3. 各统计量的模型选择结果 

 

K 折交叉验证法能够准确估计检验误差，它的基本原理是将观测数据随机地分为 K 个大小一致的组，

或者说折。第一折作为测试集，然后剩下的 K-1 折上拟合模型，重复这个步骤 K 次，每一次在不同的

K-1 折上拟合模型，每一次拟合都会得到一个均方误差，K 折的 CV 估计就是这些均方误差再求均值得到。

用 K 折交叉验证法做最优子集选择，得到的结果是选择前 6 个特征的均方误差为 109.1655，是最优的模

型。 
对整个数据集用最优子集选择，获得 5 个变量的参数估计结果汇总在表 13 中，所以我们通过最优子

集法得到的模型是： 
Model 3 : 28.9930 0.1054* 1 0.0865* 2

0.0687* 3 0.2181* 4 0.2403* 5 0.1135* 8
Y X X

X X X X
= + +

+ − + +
 

 
Table 13. Coefficients of the variables of the optimal subset method 
表 13. 最优子集法的各变量系数 

Intercept X1 X2 X3 X4 X5 X8 

28.9930 0.1054 0.0865 0.0687 -0.2181 0.2403 0.1135 

3.4. 压缩估计 

3.4.1. 岭回归 
在做岭回归时，同样也是考虑使用交叉验证来调节参数 λ，要注意的是使用岭回归要先对数据进行标

准化，这里使用 glmnet()函数在默认设置下，已经将所有变量进行了标准化。图 4 是 10 组子样本的交叉

验证绘制 CV 曲线图寻找最佳的惩罚函数系数 λ。采用最小 MSE 取值 113.5488 对应的 min 0.8129λ = ，对

应 8 个解释变量。 
用最优的 λ建立岭回归模型，得到的变量系数见表 14，所以我们建立第 4 个模型： 

Model 4 : 65.3414 0.0830* 1 0.0606* 2 0.0354* 3
0.2360* 4 0.3640* 5 0.0106* 6 0.0170* 7 0.1051* 8
= + + +

− + − − +
Y X X X

X X X X X
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Figure 4. CV cross-validation plot for ridge regression 
图 4. 岭回归的 CV 交叉验证图 
 

Table 14. Ridge regression model coefficients 
表 14. 岭回归模型系数 

Intercept X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 

65.3414 0.0830 0.0606 0.0354 −0.2360 0.3640 −0.0106 −0.0170 0.1051 

3.4.2. Lasso 回归 
与岭回归相比，当最小二乘回归出现较大方差时，Lasso 以牺牲偏差为代价去降低方差，从而得到更

为精确的预测结果。Lasso 的优势是：Lasso 的系数估计是稀疏的，它可以实现特征选择，因此得到的模

型更容易解释。我们同样是使用 10 折交叉验证来调节最优的参数 λ，图 5 是 10 组子样本的交叉验证绘制

CV 曲线图寻找最佳的惩罚函数系数 λ。可以看到模型实现了特征选择，在只包含 6 个变量时模型就可以

达到最优了。最小的均方误差是 112.6013，它对应的 λ是 min 0.0076λ = 。 
 

 
Figure 5. Lasso’s cross-validation plot 
图 5. Lasso 的交叉验证图 

 
用最优的 λ建立岭回归模型，得到的变量系数见表 15，所以我们建立第 6 个模型： 
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Model 5 : 13.1773 0.1166* 1 2 0.0834* 3 0.1625* 4 0.2867* 5 0.0147* 6Y X X X X X X= − + + + − + +  
 

Table 15. Ridge regression model coefficients 
表 15. 岭回归模型系数 

Intercept X1 X2 X3 X4 X5 X6 

−13.1773 0.1166 1.0000 0.0834 −0.1625 0.2867 0.0147 

3.5. 模型的选择 

综合上述的 5 个模型，表 16 是各模型的均方误差对比结果，可以看到选择第三个模型是最优的。 
 

Table 16. Comparison of mean square error of models 
表 16. 模型的均方误差对比 

 MSE 

Model 1 112.7072 

Model 2 116.0546 

Model 3 109.1655 

Model 4 113.5488 

Model 5 112.6013 

4. 结论 

本文对混凝土的抗压数据做线性回归分析，首先对数据集进行划分，然后采用多种参数估计方法来

估计模型的系数，最后通过预测均方误差来选择最优的模型。 
在用最经典的最小二乘法估计系数时发现模型的拟合度并不高，因此对多元线性回归模型进行模型

诊断，首先考虑了误差项的异方差性，第一种解决办法是对因变量取对数后再进行简单的最小二乘回归

方法进行拟合，发现模型的拟合效果和预测效果都没有得到提升；第二种解决办法是使用加权最小二乘

回归方法进行拟合，得到了很高的拟合度，预测效果并不如简单的最小二乘回归方法，但是相差不是很

大，所以相比较之下也可以考虑使用模型 2 来拟合数据。 
考虑各变量之间可能存在共线性，解决办法是做最优子集选择。最优子集选择是通过选择最优或者

说对模型有很大贡献率的特征子集来提高模型的拟合度的，选择最优模型参考的统计量是 Cp，AIC，BIC
和调整的 R2，在训练模型是时候使用交叉验证法提高模型的准确度。得到的结果是：选择 6 个变量作为

最优的模型的预测变量，计算模型的均方误差发现模型的预测效果还是有所提升的。 
岭回归和 Lasso 都属于压缩估计的方法，它们通过对系数进行约束或加惩罚项的技巧对模型进行拟

合，就是说将系数的估计值往 0 的方向压缩，这会提升拟合效果，Lasso 的另一个优势是可以做特征选择，

拟合结果显示，模型的预测均方误差并没有下降非常的多。 
综合所有方法得到的结论是压缩估计都没有很好地提高模型的预测效果，最优的模型是做子集选

择。 
当然，模型还有很多改进的空间，由于本文使用的数据集的特征个数并不算多，做数据降维的效果

也并不理想，没办法达到降维的效果。但是各特征之间的关系还是可以再进一步考虑的，比如相关性很

强的两个特征可以通过线性组合等方式把一个两个特征变成一个新的特征。 
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