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摘  要 

本文提出了一种基于MUSCL-Hancock方法求解双曲守恒律方程的熵相容格式(EC-MHM格式)，新格式在

空间上利用MUSCL-Hancock方法对数据进行重构，并对重构后的斜率进行修正，得到高分辨率的熵相容

通量；在时间上，利用双曲守恒律方程的差分形式更新下一时刻的值，更新下一时刻变量值时只需计算

一次数值通量，从而提高了格式的计算效率；最后对不同的双曲守恒律方程进行数值模拟，结果表明，

EC-MHM格式具有无振荡、高分辨率、高精度等良好特性。 
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Abstract 
In this paper, an entropy consistent scheme (EC-MHM scheme) based on the MUSCL-Hancock me-
thod for hyperbolic conservation laws is proposed. The new scheme uses the MUSCL-Hancock me-
thod to reconstruct the data spatially, and corrects the slope after the reconstruction to obtain a 
high-resolution entropy consistent flux. The value of the new time moment is updated by conserv-
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ative difference scheme of the hyperbolic conservation laws, and the numerical flux only needs to 
be calculated once when the variable value of the next moment is updated, which improves the 
computational efficiency of the scheme. Different hyperbolic conservation laws are numerically 
solved, and the numerical results show that the EC-MHM scheme has good characteristics such as 
non-oscillation, high resolution, and robustness. 
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1. 引言 

一维双曲守恒律方程组的一般形式为 

( ) 0t x∂ + ∂ =u f u ，                                  (1) 

其中 ( ),x t=u u 是守恒型变量，( ),x t R R+∈ × ， ( )1NR R R N+× → ≥ ， ( )f u 是光滑的通量函数。双曲守恒

律方程是计算流体力学中一类反映物理现象及其规律的重要方程，如气体动力学中的 Euler 方程、浅水动

力学中的浅水波方程等，这些方程所涉及的物理模型在航天航空、气象、海洋等领域应用广泛，因此对

该类方程的求解具有重要意义。研究非线性双曲守恒律的主要困难是：即使初值函数光滑，其解在时间

推进的某个时刻也可能会出现间断，产生激波、接触间断等。间断解的出现使双曲守恒律方程的解违背

了古典解理论，于是 Lax 在 1954 年提出了弱解[1]的概念，允许间断解存在，这为数值方法更好的发展

打下了良好的基础。但是由于弱解不惟一，很多数值方法无法保证这种弱解具有物理意义。我们知道，

任何物理的问题都存在粘性机制，而在数学上求解时可以认为粘性是接近于零的。当“粘性消失”时得

到的 Cauchy 问题的解在任何时刻惟一且有物理意义，这种解称为熵解。1973 年 Lax 从物理学中的热力

学第二定律出发，在文献[2]中证明了熵稳定条件等价于这种“粘性消失”的机制，并由一个单元熵不等

式来表示： 

( ) ( ) 0
t x

U F+ ≤u u ，                                 (2) 

其中 u是惟一的具有物理意义的解， ( )U u 是 u的凸函数，称为熵函数，满足 ( ) 0U ′′ >u ， ( )F u 是熵通量

函数。满足式(2)的 ( )U u ， ( )F u 被称为熵对。为了满足熵稳定条件，同时避免非物理解的产生，长期以

来人们的做法是引入额外的耗散来控制熵的变化。 
为合理地研究熵稳定与数值粘性之间的关系，1987 年 Tadmor 在文献[3]里引入熵变量和熵势的概念，

构造了一类二阶的熵守恒格式，其数值通量保持总熵不变。他还同时提出一种关于数值粘性更精确量化

的比较原则，即：如果一个三点守恒型格式含有比熵守恒格式更多的数值粘性，则该三点守恒型格式是

熵稳定的。但是具体应该添加多少数值粘性，一直是研究人员探索的问题。2004 年，Tadmor 提出一种逐

段分解的显式构造方法来得到守恒型方程组的熵守恒数值通量，该方法可用于各种守恒型系统[4]。结合

熵稳定格式的定义，Tadmor 和 Zhong 把该方法应用于 Navier-Stokes 方程组[5]和浅水波方程[6]；数值实

验表明这种方法只有在网格划分非常细密时才有效。2006 年，Roe 提出在熵守恒格式的基础上加上他本
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人提出的 Roe 格式的数值粘性的方法，得到了一类熵稳定格式，称为 ERoe 格式[7]。随后 Roe 和 Ismail
通过进一步分析得到：对于 Euler 方程，解在跨过激波时产生了激波强度立方量级的熵增，并在此基础上

发展了对数值粘性项更精确量化的熵相容格式[8]。熵相容格式是目前对熵的变化估计得最精确的一种熵

稳定格式，但 Roe 和 Ismail 的熵相容格式只有一阶精度，对间断的分辨率较低。 
Van Leer 提出的 MUSCL 数据重构方法[9]是求解双曲守恒律方程的一种高阶方法，通过 MUSCL 数

据重构得到了许多高阶格式，如 MUSCL-Hancock 方法，广义黎曼问题法和斜率限制中心格式等[9]；2021
年，任璇、封建湖提出了一种以 MUSCL 数据重构为基础的斜率限制器方法[10]，有效地提高了熵相容格

式的精度和分辨率；随后沈亚玲等[11]将该斜率限制器方法应用到理想磁流体动力学(MHD)方程中，并通

过数值模拟验证了该格式是求解 MHD 方程的一种较为理想的方法。本文进一步研究熵相容格式，利用

MUSCL-Hancock 方法构造一种在时间和空间上全离散的二阶高分辨率熵相容格式，数值结果表明新格式

具有稳健性、高精度性和无振荡性等良好特征并且能够提高计算效率。 

2. 熵相容格式 

2.1. 一维双曲守恒律方程 

2.1.1. 熵守恒格式 
一维双曲守恒律方程(1)的半离散格式为 

( ) ( )1 2 1 2
d 1
d i i it

t x + −= − −
∆

u f f ，                           (3) 

熵守恒格式能够保持总熵不变，在离散条件下满足单元熵等式 

( )( ) ( )1 2 1 2
d 1 0
d i i iU t F F

t x + −+ − =
∆

u ，                         (4) 

其中 ( )( )iU u t 为凸的熵函数， 1 2iF + 为数值熵通量函数。Tadmor 在文献[3]中给出满足上述熵守恒条件的

数值通量 1 2
C

i+f ，该数值通量与熵变量和熵势的关系为： 

[ ] [ ]1 21 2 1 2

T C
ii iψ++ +

=v f ，                                (5) 

式 (4)中的数值熵通量为 T
1 2 1 2 1 2 1 2

C
i i i iF ψ+ + + += −v f ， [ ] ( ) ( )1 2 1i i i+ +

⋅ = ⋅ − ⋅ ， [ ] ( ) ( )
1 2

1

2
i i

i
+

+

⋅ − ⋅
⋅ = ，熵势

T Fψ = −v f ，则称 1 2
C

i+f 是熵守恒格式的数值通量。 

当计算标量情况下的双曲守恒律方程时，用公式(5)进行计算，可得到熵守恒通量 1 2
C

if + 的惟一表达形

式 

[ ]
[ ]

1 2
1 2

1 2

1

1

iC i i
i

i ii

f
v v v

ψ ψ ψ+ +
+

++

−
= =

−
，                              (6) 

2.1.2. 熵相容格式 
熵守恒格式能够保持总熵不变，在光滑区域具有良好的表现且具有二阶精度，但是当间断解出现时

熵会增加，使得熵守恒格式的数值解出现伪振荡。2006 年 Roe 提出在熵守恒的基础上添加一个 Roe-耗散

项得到熵稳定格式，1999 年 Barth 证明了 T
v RR≈u  [12]，将 Roe-耗散项进一步调整为如下形式 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
T1

2
ES
i i i i i+ + + + +

=D R R vΛ ，                          (7) 
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其中 ( )1
1 2 1 2 1 2, , N

i i idiag λ λ+ + += �Λ 是 ( ) d
d

=
fA u
u
的特征值矩阵， R 是 ( ) d

d
=

fA u
u
的右特征向量构成的矩

阵，得到熵稳定格式的数值通量 1 2+f ES
i ： 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
T

1 2

1
2

ES C ES C
i i i i i i i i+ + + + + + + +

= − = −f f D f R R vΛ 。              (8) 

与熵守恒格式相比，熵稳定格式只多了耗散项 1 2
ES
i+D ，但是这个耗散项有时不足以抵消跨越间断所产

生的熵增，这使得在数值实验中，该耗散项在激波附近仍然可能出现伪振荡。对于 Euler 方程，Ismail 和
Roe 曾经证明了在有激波时系统的熵增约为密度跳跃的立方[8]，因此需要在上述的熵稳定通量中再添加

一项使之产生 [ ]( )3O u 的熵增，本文将采用文献[10]中的熵相容通量 

( ) ( )( ) [ ]

1 2 1 2 1 2 1 2

T

1
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1
2

EC C ES EP
i i i i

q
C

i i i k k k i i
k

w s s

+ + + +

+ + + + +
=

= − −

 
≈ − + − 

 
∑

f f D D

f R u R vΛ Λ
，        (9) 

其中， ks 是高斯点， kw 是与高斯点对应的系数，积分区间为[0, 1]，在这里采用 Gauss-Legendre 积分公

式，此时 1,3
1 15
2 10

s = ± ， 2
1
2

s = ， 1,3
5
9

w = ， 2
8
9

w = 。 

记 ( ) ( )( )1
1

1 2 2 2 1
q

i i k k k
k

w s s+ +
=

= + −∑D uΛ Λ ，则上式可简记为 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
T

1 2

1
2

EC C
i i i i i iR R+ + + + + +

= −f f D v 。                      (10) 

在标量情况下，熵相容格式的数值通量为 

( ) [ ] ( ) ( )( ) ( ) [ ]

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

1

0

1 1 2 1 d
2 2

EC C ES EP
i i i i

C
i i uui i

f f D D

f a u v a u U vξ ξ ξ ξ

+ + + +

+ + + +

= − −

= − − −∫
。        (11) 

其中 ( )a u 是特征速度，记 ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
1

1 2 0
2 1 di i uuD a u a u Uξ ξ ξ ξ+ += + −∫ ，则上式可简 

化为 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2

1
2

EC C
i i i if f D v+ + + +

= − 。                             (12) 

在文献[10]中已证明该熵相容格式是收敛的。 
对于一维无粘 Burgers 方程 

( ) 0t x
u f u+ = ，                                  (13) 

其中， ( ) 2 2f u u= ，熵函数为 ( ) 2 2U u u= ，熵通量函数为 ( ) 22 3F u u= ，特征值为 ( )a u u= ，进而得到

熵变量 ( ) ( )v u U u u′= = ，熵势 ( ) ( ) ( ) ( ) 3 6u v u f u F u uψ = − = ，由式(6)可得出 Burgers 方程的熵守恒数值

通量为 ( )2 2
11 2 1 6C

j j j j jf u u u u+ + += + + ，最终得到 Burgers 方程的熵稳定数值通量和熵相容数值通量分别为 

( )1 1 11 2 2
1
4

ES C
i i i i i if f u u u u+ + + += − + − ，                         (14) 

( )1 1 11 2 12
1 1 1
2 2 6

EC C
i i i i i i i if f u u u u u u+ + + + +

 = − + + − − 
 

。                   (15) 
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2.2. 一维浅水波方程 

考虑描述浅水情况下流体运动规律的浅水波方程，具有以下守恒格式： 

2 2 0
2

huh
hut x gh hu

  ∂ ∂
+ =  ∂ ∂ +   

，                           (16) 

其中 ( )T,h hu=u ，h 是水深，u 是速度，g 是重力加速度，取熵函数 ( ) ( )2 2 2U gh u h= +u ，熵通量为
3 22F hu guh= + ，熵变量为 ( )

T2 2,U gh u u ′= = − v u 。熵守恒的数值通量采用 Fjordholm 在文献[13]所
提出的浅水波方程的显式熵守恒格式的数值通量： 

( ) ( )
1 1
2 2

1
2

1 11 2 22

2
2

2

i i
C

i

i ii

h u

g h h u

+ +

+

+ ++

 
 

=  
+  

 

F ，                          (17) 

其中 ( ) ( ) ( )( )1
2

i i+
⋅ = ⋅ + ⋅ ， ( ) ( ) ( )( )2 2 2

1
2

i i+
⋅ = ⋅ + ⋅ 。 

最终得到浅水波方程的熵稳定格式和熵相容格式的数值通量分别为 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
T

2

1
2

ES C
i i i i i i+ + + + + +

= −f f R R vΛ ，                       (18) 

( ) ( )( ) [ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1
1

2 2
T

1

1 2 1
2

q
EC C

i i i i k k k i i
k

w s s+ + + + + +
=

 
= − + − 

 
∑f f R u R vΛ Λ ，          (19) 

其中 1,3
1 15
2 10

s = ± ， 2
1
2

s = ， 1,3
5
9

w = ， 2
8
9

w = ，对应雅可比矩阵的特征值矩阵为 

u gh

u gh

 −
=  

+  
Λ ，                          (20) 

使用 Roe 平均值计算的平均特征值和特征向量矩阵为 

1 2i

u gh

u gh
+

 −
 =
 + 

Λ ， 1 2

1 11
2i g u gh u gh+

 
=  

− +  
R 。           (21) 

2.3. 一维欧拉方程 

考虑无粘可压缩气体动力学中的 Euler 方程 

( )

2 0

u
u u p

t x
E E p u

ρρ
ρ ρ

  
 ∂ ∂  + + =  ∂ ∂    +   

，                           (22) 

其中 , ,u pρ 分别代表气体的密度，速度，压力。总熵定义为 ( ) 21 2E p uγ ρ= − + ，总焓为 ( )H E p ρ= + ，

γ 为理想气体数字，取 1.4γ = 。Euler 方程的熵对为 

1
SU ρ

γ
−

=
−

，
1

uSF ρ
γ
−

=
−

，                               (23) 

其中 S 为物理熵。由熵变量 uU=v 可知 
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T2

, ,
1 2
S u u

p p p
γ ρ ρ ρ
γ

 −
= − − − 

v 。                            (24) 

本文采用 Ismail 和 Roe 所提出的 Euler 方程的熵守恒格式[8]，具体的熵守恒格式的数值通量为 

2
2

11

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆˆ ˆ

C
i

u
u p

uH

ρ

ρ

ρ
+

 
 

= + 
 
 

f ，                                (25) 

其中参数变量 Z 为 

[ ] [ ]T T
1 2 3, , 1, ,z z z p u pρ= =Z ，                           (26) 

( )�⋅ 表示在单元交界面处的平均值，满足： 
ln 2

1 3 2 1 1 3 1 2ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ, ,z z u z z p z z a pρ γ ρ= = = = ，                       (27) 

ln 2 2
3 3

2 ln
11

ˆ ˆ1 1 ˆˆ ,
2 1 2

z z a up H
zz

γ γ
γ γ γ
+ −

= + = +
−

，                         (28) 

在上式中，
2

l ra aa +
= 表示算术平均， ( )ln

ln ln
l r

l r
i r

a aa a a
a a
−

= ≠
−

， ( )ln ,l l ra a a a= = ，表示对数平均。在这

里选用文献[10]中的熵稳定通量和熵相容通量，分别为 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
T

2 1 2

1
2

ES C
i i i i i i i+ + + + + + +

= −f f R S R vΛ ，                      (29) 

[ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
T

2 1 2

1
2

EC C
i i i i i i i+ + + + + + +

= −f f R D S R v ，                      (30) 

其中 ( ) ( )( )( )1 11 2 2 2 1q
i i k k kk w s s+ + =

= + −∑D uΛ Λ ，
( )

1 2

ˆ1ˆ ˆ
, ,

2 2i diag
γ ρρ ρ

γ γ γ+

 −
=  

 
S ， 1 3

1 15
2 10

s = ±， ， 2
1
2

s = ，

1,3
5
9

w = ， 2
8
9

w = ，Λ就是雅可比矩阵 A 的特征值矩阵，有 

( ), ,diag u a u u a= − +Λ 。                              (31) 

3. 基于 MUSCL 方法的熵相容格式 

本文所涉及的熵稳定格式、熵相容格式和基于 MUSCL 数据重构的熵相容格式，为了在时间方向达

到二阶精度，对半离散格式均采用二阶精度的强稳定的两步 Runge-Kutta 方法[14] 

( )
( )

( )

*

** * *

1 **0.5

n n

n n

u u tL u

u u tL u

u u u+

 = + ∆

 = + ∆


= ⋅ +

，                               (32) 

在 nt 层的单元边界处进行重构， ( )u x 表示双曲守恒律方程的精确解，在每个控制单元 1 2 1 2,i i iI x x− + =  
上可以表示为分段的精确解 ( )iu x ，在这里对每个 ( )iu x 进行线性重构，记重构后的函数为 ( )iR x ，表示如

下： 

( ) ( ) ( ) 1 2 1 2,n
i i x i j ji

R x u u x x x x x− += + − < < ，                     (33) 
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( )iR x 在左右两个交界面处的极限值分别为 

( ) ( )1 2
1
2

L n
i i i i x i

R R x u x u−= = − ∆ ⋅ ， ( ) ( )1 2
1
2

R n
i i i i x i

R R x u x u+= = + ∆ ⋅ 。              (34) 

L
iR 和 R

iR 被称为边界外推值。通过 MUSCL 数据重构，得到的基于 MUSCL 数据重构的熵相容格

式在大梯度附近会产生杂散振荡，为此我们采用广义的 minmod 限制器，使得解在光滑区域选择高阶

的数据重构，在间断区域选择原始数据，从而避免产生伪振荡。具体形式如下(在第 5 节的算例中α 值

取 2)： 

( ) 1 1 1 1min mod , , , 1 2
2

i i i i i i
x i

u u u u u uu
x x x

α α α− + − +− − − = < < ∆ ∆ ∆ 
，               (35) 

其中，minmod 函数定义为 

( )
{ }
{ }1 2 3

min , 0,

min mod , , , : max , 0,
0, otherwise

i i

i i

a a i

a a a a a i

 > ∀


= < ∀



� ，                    (36) 

将公式(34)分别代入Burgers方程、浅水波方程、Euler方程的熵相容通量，得到基于MUSCL数据重

构的熵相容通量： 

( )1 2 1 11 2 1
1 1 1
2 2 6

EC MUSCL C L R L R L R
i i i i i i i if f R R R R R R−
+ + + + +

 = − + + − − 
 

，             (37) 

( ) ( )( ) [ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1

1
2

T1 2 1
2

q
LimitedEC MUSCL C

i i i i k k k i i
k

w s s−
+ + + + + +

=

 
= − + − 

 
∑f f R u R vΛ Λ ，       (38) 

( ) ( )( )( ) [ ]1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 21 1

1T1 2 1
2

LimitedqEC MUSCL C
i i i i k k k i ik iw s s−
+ + + + + += +

= − + −∑f f R u S R vΛ Λ ，    (39) 

其中 [ ] 2

1

1

Limited

i+v 是重构后的熵变量值。在双曲守恒律方程中，上述的构造方法是先将守恒变量 u转化为原始

变量进行重构，再将重构后的值代回熵变量，最终得到基于 MUSCL 重构的高分辨率熵相容通量

1 2
EC MUSCL

i
−

+f 。 

4. 基于 MUSCL-Hancock 方法的熵相容格式 

第 3 节提及的两步龙格库塔法需要在单元边界处需要求解两次数值通量，但采用 MUSCL-Hancock
方法来更新下一时间层的物理量，是一个全离散过程，在单元交界面处只需求解一次数值通量，从而可

以有效地提高格式的计算效率。计算过程如下： 
第一步：在 nt 层重构 ( )iu x 在单元交界面处的左右极限值，与第 3 节的过程一致，结果为 L

iR ， R
iR ； 

第二步：利用下式将 nt 层的边界外推值 L
iR ， R

iR 推进到 1 2nt + 层得到相应的边界外推值： 

( ) ( )1
2

L L R L
i i i i

tR R f R f R
x
∆  = − − ∆

， ( ) ( )1
2

R R R L
i i i i

tR R f R f R
x
∆  = − − ∆

，       (40) 

第三步：利用 4.2 得到的边界外推值分别代入 Burgers 方程、浅水波方程、Euler 方程的熵相容通量

得到基于 MUSCL-Hancock 方法的熵相容通量： 

( )1 2 1 1 12 1
1 1 1
2 2 6

EC MHM C L R L R L R
i i i i i i i if f R R R R R R−
+ + + + +

 = − + + − − 
 

，              (41) 
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( ) ( )( ) [ ] 2T
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
1 2

1 2 1
2

q
LimitedEC MHM C

i i i i k k k i i
k

w s s−
+ + + + + +

=

 
= − + − 

 
∑f f R u R vΛ Λ ，         (42) 

( ) ( )( )( ) [ ] 2T
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 21 1

1 2 1
2

LimitedqEC MHM C
i i i i k k k i ik iw s s−
+ + + + + += +

= − + −∑f f R u S R vΛ Λ ，      (43) 

在这里熵相容的通量的计算方法与第 3 节相同。 
利用上述得到的基于 MUSCL-Hancock 方法的熵相容通量 1 2

EC MHM
i

−
+f ，在这里我们可以更新 1nt + 时刻的

单元平均值，公式如下： 

( )1 2 1 2
1n n EC MHM EC MHM

j j i i
t
x

+ − −
+ −

∆
= − −

∆
u u f f 。                      (44) 

5. 数值算例 

Burgers 方程、一维浅水波方程、一维欧拉方程的熵稳定通量分别为(14)，(18)，(29)，熵相容通量分

别为(15)，(19)，(30)，基于 MUSCL 方法的熵相容通量分别为(37)，(38)，(39)，基于 MUSCL-Hancock
方法的熵相容通量分别为(41)，(42)，(43)，进行数值模拟，通过数值结果说明所构造的 EC-MHM 格式具

有更好的性质。 
符号约定： 
ES：熵稳定格式；EC：熵相容格式；EC-MUSCL：基于 MUSCL 重构的熵相容格式；EC-MHM：基

于 MUSCL-Hancock 方法的熵相容格式；Exact：精确解；Ref：参考解。 

5.1. 一维 Burgers 方程 

对于一维 Burgers 方程的不同初值问题，在下面的实验中均采取 40 网格进行计算。 

5.1.1. 间断初值问题 
在区间[−1, 1]上考虑初值问题 

( )
1 3

1

1, if 1
,

1 i 3
0

, f

x
u x

x

− ≤ ≤= 
<

， 

该问题的解析解为 

( )

1, if
1, , if

1 3 1 3

1 3
3

1, otherwi

1 3

se

t x

u x t x t t x t

− < <
 = + − − < < − 
 
−

。 

使用 Neumann 边界条件，计算至 t = 0.32，CFL = 0.3，计算结果如图 1 所示，ES 格式在激波附近会

产生振荡，相比之下，EC 格式具有更高的分辨率，并且能够更准确的捕捉激波，但二者在稀疏波区域的

音速点处仍会产生膨胀激波。而 EC-MUSCL 格式和 EC-MHM 格式则具有更好的数值结果，能够准确捕

捉稀疏波和激波，并消除振荡。从熵耗散图可以看出 EC-MUSCL 格式和 EC-MHM 格式的熵耗散介于 ES
格式和 EC 格式之间，既提高了稳定性也提高了计算结果的准确性；二者相比，EC-MHM 格式比

EC-MUSCL 格式耗散更少，同时也具有更高的分辨率。 
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Figure 1. Results of example 1 
图 1. 算例 1 数值结果 

5.1.2. 可压缩波问题 
在区域[−1, 1]上考虑初值问题 

( ) ( )
0

0 1

, if 1
,0

sin , if 1
u x

u x
u u x xπ
 >=  − ∗ ≤

， 

其中振幅 1 0.5u = ， 0 0u = 。它的解析解为 

( ) 0
1

1 1

, sinu uu x t x u t
u u

 
= − − 

 
π 。 

使用 Neumann 边界条件，计算至 t1 = 0.32，CFL = 0.3，计算结果如图 2 所示，在解的连续区域，ES 格

式和 EC 格式对解的捕捉效果差别甚微，而 EC-MUSCL 格式和 EC-MHM 格式的计算结果则更优；在表 1
中给出了 EC-MUSCL 格式和 EC-MHM 格式在 t1 = 0.32 时的 L1误差和阶数，结果表明 EC-MHM 格式比

EC-MUSCL 格式具有更小的误差和更高的精度，因此 EC-MHM 格式的计算结果也是最佳的；在表 2 中给出

了 EC-MUSCL 格式和 EC-MHM 格式在 t1 = 0.32 时程序的计算时间及 EC-MHM 格式和 EC-MUSCL 格式计

算时间的比值，结果表明 EC-MHM 格式具有更高的计算效率，这与前文的理论分析也是一致的。 
 

 
Figure 2. Results of example 2 
图 2. 算例 2 数值结果 
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Table 1. EC-MUSCLand EC-MHM scheme computers the order of error and convergence up to t = 0.32 s 
表 1. EC-MUSCL 和 EC-MHM 格式计算到 t = 0.32 s 的误差和收敛阶 

单元数 
EC-MUSCL EC-MHM 

u 误差 收敛阶 u 误差 收敛阶 

40 0.0068  0.0062  

80 0.0026 1.4221 0.0019 1.73 

160 0.00114 1.1595 4.5491e−04 2.02 

320 5.49219e−04 1.0559 1.2174e−04 1.90 

640 2.63099e−04 1.0618 2.9566e−05 2.04 

1280 1.28416e−04 1.0348 7.2670e−06 2.02 

 
Table 2. Comparison of computation time between EC-MUSCL and EC-MHM scheme 
表 2. EC-MUSCL 和 EC-MHM 格式的计算时间比较 

单元数 EC-MUSCL EC-MHM EC-MHM 与 EC-MUSCL 格

式计算时间的比值 

40 0.22 0.15 0.68 

80 0.47 0.32 0.68 

160 1.74 0.83 0.48 

320 6.50 3.98 0.61 

640 26.01 17.37 0.67 

5.2. 一维浅水波方程 

考虑在不同初始条件的溃坝问题，都使用 Neumann 边界条件，这些问题的精确解都是由一个向左的

稀疏波和一个向右的激波组成。在区域[−1, 1]上，设初始条件为 

( ) 2 0
,0

1.5 0
x

h x
x
<

=  ≥
， ( ),0 0u x = ， 

取 100 个网格点，CFL = 0.45，计算至 t = 0.4。 
该问题的参考解为 1200 网格点时 Roe 格式的计算结果。从图 3 中可以看出，ES 格式和 EC 格式均

可以抑制膨胀激波的产生，但是二者都有明显的抹平现象，而 EC-MUSCL 格式和 EC-MHM 格式具有更

小的熵耗散，因此可以更好地捕捉稀疏波和激波；与 EC-MUSCL 格式相比，EC-MHM 格式对稀疏波和

激波的捕捉效果都要更好，具有更高的分辨率。 

5.3. Euler 方程 

5.3.1. Lax 激波管问题 
考虑在区间[0, 1]上的初值问题 

( ) ( )
( )
0.445,0.698,3.528 , if 0.5

, ,
0.5,0,0.571 , otherwise

x
u pρ

 <= 


， 

使用 Neumann 边界条件，CFL = 0.15，取 200 个网格点，计算至 t = 0.16。 
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该问题的精确解由一个左稀疏波，一个中间的接触间断和一个右激波。关于密度的计算结果和总熵

随时间的变化图如图 4 所示，EC 格式和 ES 格式在间断位置的抹平都比较严重，相比之下，EC-MUSCL
格式和 EC-MHM 格式在激波和接触间断处则表现出更准确的捕捉效果；EC-MUSCL 格式在接触间断结

束的位置会出现轻微的振荡，而 EC-MHM 格式能够更好的捕捉接触间断而不会产生振荡。 
 

 
Figure 3. Results of example 3 
图 3. 算例 3 数值结果 
 

 
Figure 4. Results of example 4 
图 4. 算例 4 数值结果 

5.3.2. Shu-Osher 问题 
该问题是关于激波和熵波相互作用的问题[15]，它的解既包含激波又包含复杂的连续解，考虑在区间

[−5, 5]上的 Shu-Osher 问题，给定初始条件 

( ) ( )
( )( )

3.857143,2.629369,10.333333 , 5 4
, ,

1 0.2sin 5 ,0,1 , 4 5
x

u p
x x

ρ
 − ≤ < −=  + − ≤ <

， 

使用 Neumann 边界条件，CFL = 0.1 分别取 400 个网格点和 800 个网格点，计算至 t = 1.8。 
以 4000 网格的高分辨率熵相容格式[16]的数值结果作为参考解。关于密度的计算结果如图 5 所示，

ES 格式和 EC 格式能够捕捉精确解的结构，但是抹平现象严重，而 EC-MHM 格式和 EC-MUSCL 格式则
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具有更高的分辨率，从密度图中可以明显看出，EC-MHM 格式比 EC-MUSCL 格式能够更准确地捕捉精

确解，这也说明 EC-MHM 具有一定的实用性。 
 

 
Figure 5. Results of example 5 
图 5. 算例 5 数值结果 

5.3.3. 爆炸波问题 
考虑在区域[−0.5, 0.5]上的爆炸波问题，给定初始条件 

( )
( )
( )
( )

1.0,0,1000 , 0.5 0.4

, , 1.0,0,0.01 , 0.4 0.4

1.0,0,100 , 0.4 0.5

x

u p x

x

ρ

 − < < −


= − < <
 < <

， 

使用反射边界条件，取 CFL = 0.005，计算至 0.038，空间网格数为 N = 400 和 800。 
爆炸波解的结构很复杂，常用来检验数值格式捕捉激波的能力。从图 6 中可以看出四种格式都可以

用来计算这个问题，但是 EC-MHM 具有更好的分辨力。因此在解决复杂波问题时，EC-MHM 格式既能

够更好地模拟精确解的结构同时还可以提高计算效率，节省时间。 
 

 
Figure 6. Results of example 6 
图 6. 算例 6 数值结果 
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6. 结论 

本文构造了一种基于 MUSCL-Hancock 方法的熵相容格式，相比其它的熵相容格式而言，新的

EC-MHM 格式具有二阶精度，同时它只需在每个时间层 [ ]1,n nt t + 的中间时刻 tn+1 计算一次数值通量，从而

达到提高计算效率的目的；若干数值结果表明，新的 EC-MHM 格式具有高精度、高分辨率和鲁棒等特性。

该格式是求解双曲守恒律方程的一种较好的方法，后续可以将这种方法进一步推广到二维甚至更高维。 
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