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摘  要 

本文证明了不可压缩磁流体(MHD)方程组在下述空间全局正则性，当 
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0 0, ∈ 的MHD方程在 [ ]T0, 上有唯一解。 
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Abstract 
In this paper, we investigate the global regularity in space for the incompressible magneto hydro-
dynamic (MHD) system under the following conditions:  
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1. 引言 

我们考虑如下在 d
 中的常系数不可压缩磁流体(MHD)系统的全局正则性问题： 

( ) ( )0 00

0, 0

, ,

t

t

t

u u u u b b
b u b b b u

divu divb
u b u b

µ
ν

=

∂ + ⋅∇ − ∆ +∇Π = ⋅∇
∂ + ⋅∇ − ∆ = ⋅∇
 = =
 =

                             (1.1) 

其中 u 表示速度场，b 表示磁场， ( ),x tΠ 表示压强。正常数 ,µ ν 分别表示粘性系数和磁扩散系数。 
如果磁场 0b = ，系统(1.1)会简化为不可压缩 Navier-Stokes 方程。三维 Navier-Stokes 方程的全局弱解

由 Leray [1]给出。然而，该弱解的唯一性和正则性仍然是数学流体动力学中最具挑战性的开放问题。对

于不可压缩 Navier-Stokes 方程的 Leray-Hopf 弱解，如果它满足所谓的“Prodi-Serrin 正则性准则”， 

即如果弱解 u 属于以下类别 ( )( )30, ;p qu L T L R∈ ，
2 3 1
p q
+ = ，3 q< ≤ ∞，那么该弱解将变得正则。特别是， 

Chae 和 Wolf [2]取得了重要的进展，并在 3u 的条件下获得了解的正则性，其表达为 

( )( )3
3

2 30, ; , 1, 3 ,p qu L T L R q
p q

∈ + < < ≤ +∞  

然后 Wang、Wu 和 Zhang [3]在 Lorentz 空间中得到了尺度不变的 Serrin 准则 

( )( ),1 3
3

2 30, ; , 1, 3 .p qu L T L R q
p q

∈ + = < ≤ +∞  

至于基于 3u∂ 的弱解正则性假设，Chen、Le 和 Qian [4]得到了 Prodi-Serrin 正则性准则 

( )( ),1 3
3

2 3 30, ; , 2, .
2

p qu L T L R q
p q

∂ ∈ + = ≤ ≤ ∞  

关于磁流体力学方程的解，已经有广泛的数学研究。Duvaut 和 Lions [5]提出了初始边界值问题的全

局弱解和局部强解，而这些解的性质则由 Sermange 和 Temam 在[6]中进行了详细研究。然而，与

Navier-Stokes 方程类似，弱解在三个空间维度上的全局正则性仍然是一个未解之谜。因此，人们对确保
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弱解光滑性的附加条件产生了浓厚兴趣。 
受到[3]关于 Navier-Stokes 方程的工作的启发，已经通过对速度和磁场其中一个分量进行充分的假设

来建立了全局正则性准则。基于速度和磁场的单一分量的正则性准则在[7]中得到，即，如果方程(1.1)的
弱解 ( ),u b 满足 µ ν= ，并且满足以下条件 

( )( )0, 01 3
3 0

0 0

2 30, ; , 1, 3t su L T L R s
t s

∈ + = < ≤ ∞  

( )( )1, 11 3
3 1

1 1

2 30, ; , 1, 3 .t sb L T L R s
t s

∈ + = < ≤ ∞  

那么解在 ( ]0,T 上是正则的。 
受到 Navier-Stokes 方程在一个方向导数上的正则性结论的启动，我们选择 3 3,u b∂ ∂ 来作为本文的确保

弱解光滑性的附加条件。另一个方面，在研究过程中，发现 3 3,u b∂ ∂ 相较于 3 3,u b 有着更加优越的条件以

便于我们可以让粘性系数 µ 和磁扩散系数ν 做到不相等。 
对于 µ ν≠ 的情况，一个困难在于在没有限制 µ ν= 的情况下得到局部的正则性结果。与之前一样，

我们定义变量 Z u b+ = + ， Z u b− = − ，满足 

0,t Z Z Z Z π+ + − +∂ − ∆ + ⋅∇ +∇ =  

0t Z Z Z Z π− − + −∂ − ∆ + ⋅∇ +∇ =  

其中 1µ ν= = 。但是当失去齐次性条件时，这种方法会失败。 
受到 K. Igor，R. Walter，Z. Mohammed 在(J. Math. Fluid Mech. (2017))工作的启发，我们对 3u∂ 和 3b∂

加上了额外的条件，并得到定理 2.1 的证明。 

2. 主要定理 

定理 2.1 令 ( )3
0 0 1,u b H R∈ ，且 0divu divb= = ，并且 ( ),u b 是 MHD 方程的弱解。假设 u 和 b 满足以

下条件： 

( )( )0 0 3
3 0

0 0 0

2 3 10, ; , 1 , 2p qu L T L R q
p q q

∂ ∈ + = + < < ∞ . 

( )( )1 1 3
3 1

1 1 1

2 3 10, ; , 1 , 2 .p qb L T L R q
p q q

∂ ∈ + = + < < ∞                     (2.1) 

则 ( ),u b 在 ( ]0,T 上是正则的。 

3. 预备知识 

在给出主要定理之前，我们首先给出一些空间基本定义。我们定义 

{ }0: , 0C divφ φ φ∞Ω = ∈ =  

是一个三维向量函数空间，这将成为之后的测试函数所在的空间。令 H 是Ω 在 2L 拓扑下的闭包和 V
是 1H 在 1H 拓扑下的闭包。 

下面给出 MHD 方程弱解的定义。 
定义 3.1 ( ),u b 是 MHD 方程(1.1)在初值条件 1

0 0,u b H∈ 下的弱解，若满足 
(1) ( ) [ )( ) ( )2, 0, ; 0, ;u b C T H L T V∈  以及 ( ) [ )( )1, 0, ;t tu b L T V ′∂ ∂ ∈ ，V ′是 V 的对偶空间。 
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(2) 对于任意测试函数 [ )( )0, ;C Tφ ∞∈ Ω 以及几乎所有的 [ )0 , 0,t t T∈ ，有 
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(3) 满足能量不等式 
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2 22 2
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L
u b u s b s s C u b+ + ∇ + ∇ ≤∫  

引理 3.2 对于 ( )3, , cf g h C R∞∈ 以及 , ,i j k 从{ }1,2,3 中任意选择，有 
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引理 3.3 Gronwall 不等式：设 I 是一个实数区间，记为：[ ),a ∞ 或 [ ],a b 或 [ ),a b ，其中 a b< 。又设 β
和 u 为定义在 I 上的实数值的连续函数。假设 u 是一个在 I 的内部(也就是不包括端点)可微的函数，并且

满足如下的微分不等式： 

( ) ( ) ( ) ,u t t u t t Iβ′ ≤ ∈  

那么对于所有的 t I∈ ，函数 u 都小于等于以下微分方程 ( ) ( ) ( ) ,y t t y t t Iβ′ ≤ ∈ 的解： 

( ) ( ) ( )de
t
a s su t u a β∫≤  

引理 3.4 杨氏不等式： 

p qa bab
p q

≤ + , 1 1 1
p q
+ =  

4. 主要定理证明 

对 MHD 方程(1.1)的第一个方程作用上测试函数 Δu− 并作 2L 内积，类似的，对第二个方程作用上测

试函数 Δb− 并作 2L 内积，这样之后得到了 
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∫  

接下来，我们将使用引理 3.2 估计等式的右侧。取 f u= ， g u= ∇ ， h u= ∆ ， 3i = ， 1j = ， 2k = ，
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类似的，我们有 
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将上述所有的估计累加起来，我们可以得到， 
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由于能量不等式 
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以及(2.1)， 
通过 Gronwall 不等式，我们有 
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≤

∫

∫  

对于所有 ( )*0,t T∈ 成立，其中 *T 是唯一强解存在的最大时间。 
众所周知，如果初始条件 0 0,u b V∈ ，则存在一个短时间内的唯一强解 ( ),u b  (具体见参考文献[8])。

此外，这个强解 ( ) )( ) ( )( )* 2 * 2 3, 0, ; 0, ;u b C T V L T H R∈   是具有初始数据 0u 的唯一弱解，其中 ( )*0,T 是唯

一强解存在的最大时间区间。如果 *T T≥ ，则无需证明任何内容。另一方面，如果 *T T≤ ，那么我们的

策略是证明在区间 ( )*0,T 内，假设定理中的附加条件成立，该强解的 1H 范数在时间上是一致有界的。结

果是，区间 ( )*0,T 不能是存在的最大时间区间，因此 *T T≥ ，从而完成了我们的证明。因此，我们有

( ) ( ) ( )1 2 2, 0, ; 0, ;u b L T H L T H∞∈  ，并且在存在的最大时间区间 ( )*0,T 上， ( ),u b 是有界的。这定理的证

明完成。 

5. 总结 

本文针对方程(1.1)，采用传统能量方法，由于 MHD 方程良好的对称性及其在物理学上的重要性，

我们认为对MHD系统的解的性质的研究是非常重要的。基于对Navier-Stokes方程组的学习，我们对MHD
中的线性系统以及非线性的处理，可以从 Navier-Stokes 方程组运用到的一些方法中借鉴或汲取灵感，提

高研究的可行性。之后我们可以进一步研究临界齐次空间解的全局正则性。 
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