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Abstract 
The generalized f(R) gravity with curvature-matter coupling is studied in this paper. The genera-
lized second law of thermodynamics (GSL) can be given by considering the FRW universe filled 
only with ordinary matter enclosed by the dynamical apparent horizon with the Hawking temper-
ature. Furthermore, as a concrete example, by utilizing the GSL, the constraints on the gravitation-
al model are also discussed. 
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摘  要 

本文构建广义的f(R)引力即物质与曲率耦合的f(R)引力理论，在以动态表观视界为边界、其内部充满具
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有霍金温度的普通物质的FRW宇宙背景下，由广义f(R)引力的场方程可推导出广义热力学第二定律，并

利用广义热力学第二定律对具体模型参数进行限制。 
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1. 引言 

众所周知，最近的观测数据分析表明我们目前的宇宙是平坦的且正在经历加速膨胀的阶段。在原则

上，解释现阶段宇宙加速膨胀可分为两个方面：一方面是根据最近的 WMAP 数据和普朗克数据表明，占

据了宇宙物质总成分的四分之三的暗能量，具有大的负压强可导致宇宙的加速膨胀；另一方面，宇宙的

加速膨胀可以通过引力的红外修正得到，也就是修正引力理论。对爱因斯坦广义相对论的修正方法有很

多，f(R)引力是极具竞争力的候选者，f(R)引力修正理论的显著特点是不需要引入暗能量，通过对时空曲

率的修正就能实现当前宇宙的加速膨胀。暗能量和修正引力理论都能够解释现阶段宇宙的加速膨胀，然

而它们却存在本质的区别，前者意味着新成分的发现，后者意味着新引力论的诞生。 
本文以修正引力理论为立足点，构建广义的 f(R)引力即物质与曲率耦合的 f(R)引力理论；在以动态表

观视界为边界、其内部充满具有霍金温度的普通物质的 FRW 宇宙背景下，利用广义 f(R)引力的场方程推

导出广义热力学第二定律；运用广义热力学第二定律对具体的引力模型参数进行限制。 

2. 时空背景 

考虑 ( )1n + 维空间均匀、各向同性的 FRW 宇宙，其度规形式如下 

( )
2

22 2 2 2
12

dd d d
1 n

rs t a t r
kr −

 
= − + + Ω − 

，                          (1) 

其中 ( )a t 为随宇宙时间 t 变化的宇宙的尺度因子， 2
1d n−Ω 是 ( )1n − 维单位半径球面的度规，空间曲率常数

1,0k = 和−1 分别对应闭合的、平直的和开放的宇宙。 
物质与曲率耦合的广义 f(R)引力的拉格朗日量为 

( ) ( ) ( )1 2
1

16π mL f R B L f R
G

= + ，                             (2) 

对其作用量变分可得到相应的场方程： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }

1 1 1

2 2

2 2

1
2

8π 2 2

,

m m

m
m m m m

F R R f R g g F R

G B L F R R g B L F R

f R K L L B L g f R K L T

µν µν µν µ ν

µν µν µ ν

µν µν

− + ∆ −∇ ∇

= − − ∆ −∇ ∇

 − − + 

                   (3) 

其中
2m mLT

ggµν µν

δ
δ

−
=

−
是物质场的能量动量张量，∇ 表示由度规的 Levi-Civita 联络定义的协变导数，

g µν
µ ν∆ = ∇ ∇ ， ( ) ( ) ( )d d 1, 2i iF R f R R i= = ， ( ) ( )d dm m mK L B L L= ， Rµν 是里奇张量。考虑宇宙空间充

满理想流体，其能量动量张量有如下形式： 

( )mT P U U Pgµν µ ν µνρ= + + ，                              (4) 



赵月月 等 
 

 
43 

式中Uµ 是流体的四维速度。 

3. 热力学第二定律 

根据广义热力学第二定律，视界内部物质的熵与视界表面熵的总和不应随时间而减少。考虑(n + 1)
维 FRW 宇宙充满了理想流体，并进一步假设宇宙的边界是由具有霍金温度的动力学表观视界封闭起来的。

表观视界的霍金温度表述如下： 

1 1
2π 2

A
A

A A

rT
r Hr
 

= − 
 





 

。                                (5) 

视界内部物质的熵可由吉布斯方程给出[1] 
d d dA m m mT S E P V= + ，                                (6) 

其中 m mE Vρ= ， 34π
3 AV r=  是包含物质的体积，其半径为动力学表观视界半径 Ar 。将(6)对时间求导并利

用能量方程[2]可以发现 

( ) ( ) ( )
00

2 2

2

2 m
A m m m

g

f K f K LT S P V nHV V
f K g µνρ
+ ∂

= + − +
∂




  。                  (7) 

这时需要知道 mρ 和 mP 的表达式。将度规(1)代入场方程(3)得到广义 f(R)引力的弗雷德曼方程： 

( )

( ) ( ) ( )

21
1 1

2

2
2 2 2 2

2

1 3
8π 2

1 6 2

m

m

f H H F nHF
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 
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                 (8) 
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                   (9) 

其中 2
26 2 kR H H

a
 = + + 
 
 。然后将(8)和(9)代入(7)有 
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                (10) 

广义 f(R)引力理论中视界面上的熵有下面的形式[2]： 

( )1 2

2

16π
4A

A F GBF
S

Gf K
+

= 。                               (11) 

将其对时间求导并利用(5)，视界面熵随时间的演化为 
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( )
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( )

1 1 2 2 2
2

2 2
1 2

2

1 2 2 16π 2
4

16π .

A A
A A A A

A A

r rT S Hr r F F G BF BF BF
f KGH r r

f K f K
F GBF

f K

  
= − + + + + 

  
+
− +


 

 

    

 

 




             (12) 

经过复杂运算，得到广义 f(R)引力的广义热力学第二定律  
5
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其中 tot m AS S S= + 。这也就是说当 0A totT S ≥ 时广义热力学第二定律是有效的，它依赖具体的 f(R)引力模型。 

4. 热力学第二定律对模型的限制 

现在我们考虑四维时空( 3n = )中一类具体的模型 ( )m mB L L= ， ( )1
lf R R Rα= +  ( 0α ≥ ，0 1l< < ) [3]

且 ( )2
mf R R= ，广义热力学第二定律表述为 
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此式即为这类引力模型是否满足广义热力学第二定律的判据。 
进一步，取 mL ρ= − 、 ( ) 3t aρ −∝ 、 pa t=  (这里 p 是一个常数，且 1p > ) [4]，并令 0k = ，(14)式可

改写为 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

13
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2 2

2
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2 1
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t

α
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− −    ⋅ ⋅ − ⋅    
     

 × − + − + − − + + − 


+ − + − + −


−  + ⋅ ⋅ − + + − + − ≥ 
  

             (15) 

那么，广义热力学第二定律(15)式对此模型的参数m 和 p 的限制可由图 1 来说明，为了不失一般性，

我们取 1α = 、 0 13.7 Gyrt = 。根据图 1 不难发现，对于α 和 l 取定值时，模型参数m 和 p 的取值范围分

别为15 40m≤ ≤ 和1 9p< ≤ 。此外，比较 1(a)和 1(b)，我们发现满足广义热力学第二定律( 0A totT S ≥ )几乎

不依赖具体的 l 而只是要求 0 1l< < 。更深入的研究也表明要满足广义热力学第二定律也不依赖α ，这也

就是说取不同的α 和 l 得到的结果都是相同的。而且，我们也做出了 A totT S 的对数对于固定的 p 随参数m
的演化图像(图 2)。从图 2 不难发现 A totT S 的对数随参数m 的演化轨迹为倾斜的直线， p 越小斜率越大。

那也就是说对于固定的 p ， A totT S 随 m 是呈指数演化的， p 越小 A totT S 随m 的变化越剧烈。 
另外，如果我们考虑爱因斯坦带有一般耦合的情况，即 0α = ，在 mL ρ= − 且 ( ) consttρ =  (由于目前

加速膨胀的宇宙，真空能可视作暗能量)的情况下，(15)式变为 0A totT S = ，这意味着在此时总熵不随时间

变化，广义热力学第二定律是有效的。 

5. 结束语 

文章构建了广义的 f(R)引力即物质与曲率耦合的 f(R)引力理论，在以动态表观视界为边界、其内部充

满具有霍金温度的普通物质的FRW宇宙背景下，由广义 f(R)引力的场方程推导出了广义热力学第二定律，

在满足广义热力学第二定律的熵增加条件下，得到了具体模型 ( )1
lf R R Rα= + 及 ( )2

mf R R= 的参数合理

范围。 
 

     
(a)                                                 (b) 

Figure 1. The constraints of the GSL on the parameters m and p in the model with ( )1
lf R R Rα= +  and 

( )2
mf R R= . (a) corresponds to α = 1 and l = 0.8 and (b) corresponds to α = 1 and l = 0.2, respectively 

图 1. 对于模型 ( )1
lf R R Rα= + ， ( )2

mf R R= ，广义热力学第二定律对参数 m 和 p 的限制。(a) α = 1、l = 0.8；

(b) α = 1、l = 0.2 
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Figure 2. Curve: The evolutions of the logarithm of A totT S  with m 
when taking 2p = , 5p =  and 9p = , respectively 

图 2. 当取 2p = 、 5p = 、 9p = 时 A totT S 的对数随 m 的演化 
 

众所周知，物理学是一门实验学科，物理规律必须经得起实验的检验。探讨广义 f(R)引力框架下的

扰动理论，分析宇宙的密度扰动、速度扰动的演化方程、寻求修正引力下宇宙大尺度结构形成的物理规

律，同时利用高精度的观测数据对修正引力模型参数加以限制，选出模型的优胜者或至少排出不合理的

模型，这些是未来研究工作的又一个重要方向。 
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