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摘  要 

线性代数是普通高校理工科的一门公共课，许多学生在学习完本课程后，未能很好地将相关知识与实际

问题之间建立起联系。本文主要介绍利用线性代数课程中的矩阵和线性空间等相关知识，构造在网络编

码中有着重要作用的子空间码。从而让学生更好的理解线性代数在实际问题中的应用，引导学生将所学

知识运用到实际中去。 
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Abstract 
Linear algebra is a common required course in science and engineering departments in universi-
ties. However, many students are not very well establish the relationship between learned know-
ledge and practical question after learning this course. This paper mainly introduces the applica-
tion of linear algebra to subspace codes, which play an important role in the network coding, and 
also guides the students to apply learned knowledge to practice question. 
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1. 引言 

在传统路由网络中，网络节点只能执行数据的复制和转发这两项操作，不能对接收到的数据进行相

应的线性、非线性的编码操作，从而对信息的传输造成了不便。为了解决此问题，Ahlswede 等人[1]在 2000
年提出的网络编码的概念。作为一种新型网络数据传输方式，网络编码具有平衡网络链路的负载、提高

宽带利用率、增强传输安全性等优点。 
为了使网络编码更加的具有实用性，Ho 等人[2]进一步提出了随机网络编码的概念。如今它也被广泛

应用于社交网络、P2P、分布式存储系统、BT 下载等各领域。虽然随机网络编码方法可以在结构动态变

化的网络(如无线网络)环境中以很高的概率成功传输信息，但网络信道中数据包的丢失和错误问题仍为影

响其传输性能的主要因素。为了纠正错误的数据和恢复数据包丢失的数据，Kötter 和 Kschischang [3]提出

子空间码模型，并证明了当 4 2t s+ 小于等于给定的子空间距离时，子空间码可以纠正 t 个数据包错误和

恢复 s 个数据包遗失。 
子空间码的传输模型可由其空间对应的基矩阵来刻画。假设发送矩阵 X 的行向量为数据包，利用满

秩的随机传输矩阵 F 进行编码，理想状况下，接收方收到矩阵 FX 的行向量为接收到的数据包。即如果

将发送矩阵的行所张成的向量空间当作码字，接收端可以正确地恢复出发送的空间。然而，当有插入错

误发生(如恶意攻击)时，发送空间将是接收空间的一个子空间。而当有删除发生(如数据包丢失)时，接收

到的空间将是发送空间的一个子空间。在此情况下，子空间编码也可以恢复出发送的空间。 
子空间编码作为网络编码的核心问题之一，受到了广泛的关注。本文主要介绍利用有限域上的矩阵

和线性子空间等知识构造子空间码。本文结构如下：第 2 章介绍子空间码方面的一些基础知识；第 3 章

利用秩度量码给出子空间码的提升构造方法；第 4 章是对本文的总结与展望。 

2. 预备知识 

在本文中， qF 表示 q 阶有限域， n
qF 表示 qF 上所有 n 长向量的集合，即 qF 上的 n 维向量空间， m n

qF ×

表示 qF 上所有m n× 的矩阵的集合， ( )qP n 表示 n
qF 上的所有子空间构成的集合， ( ),qG n k 表示 n

qF 上的所

有 k 维子空间构成的集合。 

2.1. 子空间距离和子空间码 

由于子空间码是一种距离纠错码，所以下面先给出子空间距离和子空间码[3]的概念。 
定义 1 [3]对于任意两个子空间 ( )U,V ,qG n k∈ ，定义其子空间距离为 

( ) ( )dim U V dim U Vsd = + −  . 

定义 2 [3]称 ( )C qP n⊆ 是一个参数为 ( ), qn d 的子空间码，如果 C 中任意两个码字的子空间距离大于

等于 d。C 中的每个子空间都称为子空间码的一个码字。进一步，若 C 中所有码字都是 k 维的，则称 C
是参数为 ( ), ,C ,

q
n d k 的常维子空间码， C 表示子空间码 C 中的码字个数。 

由线性代数知识可知，任何一个线性空间都可以由其一组基来刻画。为了保证表示的唯一性，这里

采用行最简基矩阵表示。 
定义 3 [3] 一个基矩阵称为行最简基矩阵，若此矩阵满足： 
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1) 每一行左起的第一个非零元(非零首元)为 1，并且此非零元所在的列除了它本身其它位置皆为 0； 
2) 任取两行的非零首元，记其位置为分别为 ( ) ( )1 1 2 2, , ,i j i j ，则当 1 2i i< ，有 1 2j j< 。 

利用行最简基矩阵，可以唯一的表示子空间[4] [5]。故本文利用线性空间所对应的行最简基矩阵表示

其对应的线性空间。 

2.2. 秩距离和秩度量码 

定义 4 [6] [7] 对于两个矩阵 , m n
qF ×∈A B ，定义其秩距离为 

( ) ( ),Rd rank= −A B A B . 

定义 5 [6] [7]称C m n
qF ×⊆ 是一个参数为 [ ], , qm n k d× 秩度量码，若 C 是 k 维线性子空间，并且满足任 

意两个码字的秩距离大于等于 d。由码的线性性，易知 C 中的每一个非零码字的秩皆大于等于 d。对于秩

度量码，有如下的 Singleton 型上界[6] [7]。 
定理 1 对于任意的 [ ], , qm n k d× 秩度量码，有 

{ } { }( )max , min , 1k m n m n d≤ − +  

成立。 
证明：不失一般性，可假设m n≥  (否则可考虑其转置)。设 C 是一个参数为 [ ], , qm n k d× 的秩度量码。

记 C表示 C 中的所有码字都删除最右侧 1d − 列后所形成的秩度量码。则 C 中的每个码字都是尺寸为

( )1m n d× − + 的矩阵。因为 C 中的每一个非零码字的秩皆大于等于 d，且每个码字删除 1d − 列后秩最多 

减小 1d − ，所以C中的码字仍旧是两两不同的，并且秩距离大于等于 1。此外，由 C 的线性，可得知C也

是线性的，即为一个线性空间。 
综上所述，可知C是一个参数为 ( )1 , ,1

q
m n d k× − +   的秩度量码。又因为 qF 上的尺寸为 

( )1m n d× − + 、且两两不同(即秩距离大于等于 1)的矩阵至多有 ( )1m n dq − +
个，即这些矩阵最大可生成一个

( )1m n d× − + 维的线性子空间。所以， ( )1k m n d≤ − + 。 

若定理中等号成立时，称之为最大秩度量码，记为 MRD [ ], qm n d× 码。Delsarte [6]和 Gabidulin [7]分 

别于 1978 年和 1985 年独立构造出了第一类 MRD 码：Gabidulin 码，从而证明了任意参数的秩度量码都

可达到此上界，并确定了 MRD 码的秩分布。Gabidulin 码可以由摩尔(Moore)矩阵构造。例如一个参数为 
[ ], qm n d× 的 MRD 码，可由如下摩尔矩阵构造： 

1 2

1 2

1 2
n d n d n d

n
q q q

n

q q q
n

g g g
g g g

g g g
− − −

 
 
 
 
 
 
 





   



, 

其中， 1 2, , , mn q
g g g F∈ 是 qF -线性无关的元素。摩尔矩阵也可以看作范德蒙德矩阵的 q 模拟。 

3. 子空间码的提升构造 

不利用最大秩度量码和子空间的基矩阵表示，Silva 等人[8]提出了一种简单有效构造渐近最优子空间

码的方法——提升最大秩度量码的构造法。 

定理 2 存在参数为
( ) 1

2, , ,
dn k k

q

n q d k
 − − + 
 

 
 
 
 

的常维数子空间码。 
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证明：构造 

( ){ }C | : CkI= ∈A A , 

其中C是 MRD ( ) ,
2 q

dk n k × −  
码。易得，C 的码字个数即为所填充的 MRD 码的码字个数，所以由定理 

1 可知， 

( ) 1
2C C
dn k k

q
 − − + 
 = = . 

下面验证其子空间距离。任取两个码字 ( ) ( )| , | Ck k= = ∈U I A V I B ，由子空间距离的定义可知， 

( ) ( ) ( ), dim dimsd = + −U V U V U V , 

应用维数公式可得， 

( ) ( ) ( ) ( ), 2dim dim dimsd = + − −U V U V U V , 

由和空间的定义可知，和空间 +U V 是由U 中的一组基和V 中的一组基生成的空间，所以 

( )dim , rank  =  
 

UU V
V

。 

又因为 ,U V 都是 k 维的，故， 

( )

( )

, 2 2

2 2

2 2

2 2

2
.

S

k

k

k

d rank k

rank k

rank k

rank k

rank
d

 = − 
 
 = − 
 
 

= − 
 
 

= − − 
= −

≥

UU V
V
U
V
I A
I B

I A
O B A
B A

 

综上所述，C 是一个参数为
( ) 1

2, , ,
dn k k

q

n q d k
 − − + 
 

 
 
 
 

的常维数子空间码。 

4. 结论 

子空间码作为一类新型的纠错码，与经典的纠错码有所不同。首先，子空间码的每个码字都是一个

线性空间，经典的纠错码的每个码字是一个向量；其次，子空间码中应用的度量是子空间度量，经典纠

错码中应用的度量为汉明度量。子空间码模型更适用于随机的网络编码。本文主要介绍线性代数在构造

子空间码方面的应用。关于子空间码的进一步构造，可以结合文献[9] [10]进一步提升子空间码的下界。

此外，线性代数在经典的线性纠错码[11]领域也有许多重要的应用。但在实际教学中，如何巧妙的将线性

代数的理论知识与相关的应用问题联系起来，引导学生更好的学以致用，也是需要进一步探索的问题。 
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