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摘  要 

两个函数相乘的一阶导数及高阶导数的求导法则在多数分析学教材中均已详细的给具体公式和推导过程。

关于多个函数(三个及以上)之积的求导法则，尤其是高阶导数的计算公式则可以通过采取引导和启发的

教学方式，同时激励学生利用所学其它课程的知识去尝试总结归纳出多函数之积的高阶求导公式，进而

培养学生发散思维探究新知的能力。 
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Abstract 
The first derivative and the higher derivative of the two functions have been detailed in most ana-
lytical textbooks. About the product of multiple functions (three or more) of the guide law, espe-
cially the higher derivative calculation formula can be guided and inspired teaching methods, mo-
tivating students to use the knowledge of other courses to try to sum up the product of the func-
tions of higher order guide formula, and cultivate the guidance of students’ divergent thinking 
ability to explore new knowledge. 
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1. 引言 

本数学分析的教学目标是培养高素质理论性加应用性的混合型人才。如何能有效的培养数学与应用

数学专业大学生的发散性思维和自主探究能力，是我们在日常教学工作必须重视也必然要面对的基本问

题。通过深入挖掘教材中的重要基础知识并探索更具一般性的结论有助于培养学生探究新知的能力。 
在教学中我们让学生对比二项式定理与两个函数之积的莱布尼茨 n 阶导数公式的形式与内容，提炼

出共性并让学生回顾组合数学中多项式定理的内容，进而去大胆猜测三个函数之积的莱布尼茨 n 阶导数

公式的具体形式。通过调动学生的好奇心引导学生自己动手寻找答案。 
文献中关于连乘积函数(多函数之积)求导运算方面的教学探析已有一些研究结果。如杨雄在文献[1]

中首先对连乘积函数的一阶求导法则进行了非定义法的证明，其次给出了三函数之积的二阶导数公式的

两种形式。王鹏飞在文献[2]中主要通过对复合函数求导法则复习总结引导学生对两个函数之积的求导法

则进行了再探究，同时利用具体实例探寻多函数之积的一阶求导法则。其他相关研究结果可参见文献[3] 
[4] [5] [6] [7]。文献中的研究大都集中在多函数之积的一阶求导公式或两个函数、三个函数之积的二阶导

数公式的教学探究及实例应用，而通过大学其它课程知识推论论证多函数(三个及以上)之积的高阶(n 阶)
导数公式的教学探究文献中还未涉及。 

本文通过以下具体的教学引导和理论分析环节展开教学探析。 

2. 两函数之积的莱布尼茨公式 

首先给出中学(高中)数学课本中的二项式定理的内容： 
定理1 [8]设 ,x y R∈ ， n N∈ ，则有 
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其次给出大学课程数学分析中两个一元函数相乘的n高阶导数法则，即莱布尼茨公式： 
定理 2 [9]设 ( ) ( ),u x v x 均为 n 阶可导的函数， n N∈ ，则有函数 ( ) ( )u x v x 也 n 阶可导且其 n 阶导数

为 
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其中 ( )0u u= ， ( )0v v= 。该型莱布尼茨公式也可称为二函数莱布尼茨公式并简记为 
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最后让学生找出二项式公式和二函数莱布尼茨公式中的共同之处。通过观察学生会很容易的发现两式等

号右边有三处共同点： 
1) 项数相同均为 1n + 项； 

2) 系数相同均为
n
k
 
 
 

； 

3) 第 k 项的两个变量的幂数分别和两个函数的导数阶数相同均为 n k− 和 k。 
通过上述分析，可以引导学生去思考：如果知道了三项式定理(三项式公式)的形式，是否可以猜测出

三个函数相乘的莱布尼茨公式(三函数莱布尼茨公式)的内容呢？ 

3. 三函数之积的莱布尼茨公式 

首先给出组合数学课本中三项式定理的内容： 
定理3 [10]设 , ,x y z R∈ ， n N∈ ，则有 
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设 ( ) ( ) ( ), ,u x v x w x 均为n阶可导的函数，n N∈ 。此时可以引导学生猜测出三个函数相乘的莱布尼茨

公式为： 
定理4 设 ( ) ( ) ( ), ,u x v x w x 均为n阶可导的函数， n N∈ ，则有 ( ) ( ) ( )u x v x w x n阶可导且其n阶导数为 
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这时提醒学生结论可以大胆猜测，但一定要小心论证之后才能称之为定理或公式。下面引导学生用

数学归纳法给出证明。 
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当 2n = 时，
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假设n时三个函数相乘的莱布尼茨公式成立，则当 1n + 时可以推出 
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其中第二个等号后面的和式是按照 1 2 3n n n 三位数绛序展开的共有
2
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项。对此展开式的每一项分别求

一阶导数可得 
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注意到， 1 2 3, ,n n n N∀ ∈ ， 1 2 3 1n n n n+ + = + ，有杨辉-Pascal公式： 
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综上定理 4 得证。 

例1 求 ( )( )52e sinxx x 。 
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4. 多函数之积的莱布尼茨公式 

首先给出组合数学课本中多项式定理的内容： 
定理5 [10]设 1 2, , , mx x x R∈� ， ,m n N∈ ，则有 

https://doi.org/10.12677/ae.2022.128475


李文杰 等 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2022.128475 3111 教育进展 
 

( ) 1 2
1 2 1 2

1 2

,mn nn n
m m

m

n
x x x x x x

n n n
 

+ + + =  
 

∑� �
�

 

其中
1 2 1 2

!
! ! !m m

n n
n n n n n n
 

= 
 � �

， 1 2 mn n n n+ + + =� ， 1 2, , , mn n n N∈� ，并且项数为
1

1
n m

m
+ − 

 − 
。 

接下来把时间留给学生，让学生按照上述方法自己去推理论证更一般的多函数之积的莱布尼茨公式。 

5. 结论与展望 

通过已经掌握的课本知识去类比、归纳、推理、论证更一般的结论，有助于培养学生发散思维、创

新思维的能力，也是提升学生专业技能的有效方法。关于多函数之积的极限运算、积分运算等方面的教

学探究将作为今后的研究重点。 
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