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摘  要 

线性代数作为一门应用广泛的工具学科，理解和掌握课程内容对于解决实际问题非常重要。但由于课时

等客观因素的限制，很难充分发挥课程对学生能力和素质的培养作用。为了突出课程的核心内容，发挥

课程的育人作用，本文以线性空间为主线，对课程的内容体系重新进行了梳理和设计，并在此基础上进

一步讨论了课程的应用模式。希望能够为线性代数的课程教学提供有益参考。 
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Abstract 
As a widely used tool subject, understanding the course content of linear algebra is important for 
solving practical problems. However, due to the limitation of objective factors such as teaching 
arrangement, it is difficult to give full play to the role of curriculum in cultivating students’ ability 
and quality. In order to highlight the core content and the role of the course, the linear space is 
taken as the main line, and other points are reconstructed around it. The application mode of the 
course is further discussed at last. It is hoped that provide useful reference for the teaching of li-
near algebra. 
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1. 线性代数课程教学现状 

随着计算机技术在线性优化与离散化数据处理等工程问题中的广泛应用，线性代数逐渐成为工程技

术人员不可或缺的数学工具。同时线性代数以讨论有限维线性空间的理论和方法为主，具有较强的抽象

性和逻辑性。中国科学院徐宗本院士在第五届全国“大学数学课程报告”论坛指出，大学数学课程中对

学生影响最大的是“线性代数”，其次是高等数学中的多元函数微积分。因此高等院校中开设线性代数

课程不仅可以使学生掌握解决实际问题的基本工具和计算方法，同时在培养学生思维能力、运算能力和

分析综合能力等方面也发挥着无可替代的作用。 
现行线性代数教材大多从行列式、矩阵和线性方程组开始，将线性空间和线性映射安排在最后作为

选学内容或不做安排。由于行列式、矩阵和线性方程组的概念简单，以求解线性方程组作为问题主线学

生容易接受，也方便在学时较少的情况下开展教学。这种课程安排能够满足工科类本科数学基础课程教

学基本要求[1]，并且教学内容都是线性代数的基础知识，均可直接应用在具体的工程问题中。 
线性空间和线性映射具有较强的抽象性和逻辑性而较难理解，但此部分内容正是提升学生素质最重

要的载体。如果课堂上只侧重对线性代数基本概念、基本工具和基本方法的讨论，就很难发挥课程在培

养学生数学素质方面的独特作用，学生运用线性代数解决复杂问题的能力也得不到进一步的激发和培养。

近年来，部分文献分别以线性方程组、矩阵或线性变换等为主线，讨论了线性代数课程的结构体系[2] [3] 
[4]，试图将线性代数各知识模块贯穿为一个有机整体。虽然这种做法有助于培养学生集成化、多样化的

思维方式，但仍未能体现线性代数的核心。为了充分发挥线性代数的理论和实用价值，有必要对课程的

内容体系进行重新设计和梳理。 

2. 主线与具体内容之间的关系 

2.1. 线性空间和线性映射 

线性代数是以讨论有限维线性空间的理论和方法为主的数学学科，应该以线性空间和线性映射为主

线，将行列式、矩阵、线性方程组和特征值、特征向量等主要内容作为线性映射理论的来源、背景、例

子、表示和应用加以贯穿，各主要内容之间的关系如图 1 所示。因此应该先介绍线性空间和线性映射，

在此框架下对具体内容展开讨论，纲举目张形成一个相互关联的整体。 
对于非空集合 V，在数域 内定义加法和数乘运算，并且这两种运算满足八条运算规律，那么非空

集合 V 就是数域 上的线性空间。在线性空间的公理化定义中，非空集合 V 中的元素不论其本身性质如

何，均可统称为向量。 
在线性空间 V 中，如果存在 n 个向量 1 2, , , n�α α α 线性无关，且 V 中任一向量α 均可由 1 2, , , n�α α α

线性表示，则 1 2, , , n�α α α 就称为线性空间 V 中的一个基，基中向量的个数为线性空间 V 的维数，维数

为 n 的线性空间称为 n 维线性空间，记为 nV 。如果线性空间中的向量特指有序数组，维数相同的一组向
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量称为向量组，对线性运算封闭的向量组构成向量空间。向量空间可以视作线性空间的一种特殊形式，

线性空间中线性运算、线性相关性和线性空间的维数等概念同样适用于向量空间。向量空间可以由向量

组生成，向量组的秩即为其生成的向量空间的维数。选定 nV 中一个基 1 2, , , n�α α α 后，对于任一向量 nV∈α ，

总有且仅有线性表达式 1 1 2 2 n nx x x= + + +�α α α α 成立，这组系数 1 2, , , nx x x� 称为α 在 1 2, , , n�α α α 这个

基中的坐标。并记作 ( )T
1 2, , , nx x x=x � 。定义了坐标后，自然有 nV 与 n 同构，因此可将 nV 中抽象的线

性运算就可转化为向量空间 n 中数组向量的线性运算。 
 

 
Figure 1. Diagram of the relationship between the main content line of linear algebra and each specific part 
图 1. 线性代数内容主线和各部分具体内容之间的关系简图 

 
设 nV 和 mU 分别是 n 维和 m 维线性空间，且 nV, ∈α β ， λ∈ 。如果映射 : n mT V U→ 满足

( ) ( ) ( )T T T+ = +α β α β 和 ( ) ( )T Tλ λ=α α 两条线性性质，则 T 称为从 nV 到 mU 的线性映射。集合

{ }TV T Vα α= ∈ 称为线性映射σ 的值域 ImT ，集合 ( ) { }1 0 , 0T V Tα α α− = ∈ = 称为线性映射 T 的核 KerT 。

特别地，如果 m nU V= ，那么 T 就是从 nV 到自身的线性映射，称为线性空间 nV 中的线性变换。 
所有线性映射 :T V U→ 构成的集合记为 ( ),L V U ，且 ( ),L V U 同样定义了线性运算，也构成线性空

间。值域和核的集合分别构成了线性空间 T 中两个重要的子空间，即线性映射 T 的值域空间和零空间。

值域空间和零空间的维数分别称为线性映射 T 的秩和零度。 

2.2. 具体内容 

2.2.1. 矩阵和矩阵间的关系 
矩阵作为线性映射的数值表示形式，它与线性映射之间存在一一对应的关系。设 ( ),n mT L V U∈ ， nV

中基 1 2, , , n�ε ε ε (入口基)的像 ( ) ( ) ( )1 2, , , n mT T T U∈�ε ε ε 用 mU 中的基 1 2, , , me e e� (出口基)表示得矩阵

m nA × ，使得 ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 2, , , , , ,n m m nT T T A ×  =  e e e� �ε ε ε 这样在确定了入口基和出口基后，线性映射 T 就

可以用一个矩阵 m nA × 数值表示出来了。实际上线性映射 T 完全由基映射决定。例如对于 nV∈α ，

( )1 2, , , n= x�α ε ε ε ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 1 2, , , , , ,n m m nT T T T A × = =  x e e e x� �α ε ε ε ， 

即 ( )T α 在线性空间 mU 中的坐标 m n×=y A x 。当然可以用线性映射的观点理解矩阵运算。例如线性映射的
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和与线性映射的复合分别对应于矩阵的加法和乘法运算，对偶映射与矩阵转置相对应，逆映射对应于逆

矩阵。矩阵 A的秩从线性映射的角度理解为线性映射 T 的秩，即线性映射 T 的像空间的维数。 
两个矩阵 , m n×∈A B  ，如果存在 n 阶非奇异矩阵 n n×∈P  和 m 阶非奇异矩阵 m m×∈Q  ，使得 =AP QB

成立，则 ,A B 等价。如果将 A视为 n 到 m 的线性映射 x Ax� ，n 阶非奇异矩阵 P 的列向量组视作 n
中的一个入口基，m 阶非奇异矩阵Q 的列向量组视作 m 中的一个出口基，则两矩阵等价的定义中 B 就

是线性映射 A在这对基下的矩阵表示。矩阵的初等变换对应于在线性映射中改变了入口基和出口基，而

寻找矩阵的等价“最简形”即为给定 n 到 m 上的线性变换： x Ax� ，寻找入口基 1 2, , , np p p� 和出口

基 1 2, , , nq q q� ，使得线性映射 A在这对基下的矩阵表示最简单。 
类似地，两个矩阵 , n n×∈A B  ，如果存在 n 阶非奇异矩阵 n n×∈P  ，使得 =AP PB 成立，则 ,A B 相

似。如果将 A视为 n 上的线性变换，将 n 阶非奇异矩阵 P 的列向量组视为 n 上的一个基，由于出口空

间和入口空间均为 n ，可将入口基和出口基的基矩阵都选做 P 。则两个矩阵 ,A B 相似的定义中 B 就是

线性变换 A 在相同的这对基下的矩阵表示。寻找矩阵的相似“最简形”即为给定 n 上的线性变换：

x Ax� ，寻找 n 上的基 1 2, , , np p p� 同时作为出口基和入口基，使得线性变换 A在这对基下的矩阵表

示最简单。 

2.2.2. 特征值、特征向量和二次型 
方阵 A可以看作是一个线性变换在特定基下的矩阵，方阵 A的特征值和特征向量对应于线性变换的

一维不变子空间，即线性变换的特征值和特征向量[5]。为了用矩阵研究线性变换，总是希望能够在线性

空间中找到一个基，使得线性变换的矩阵具有最简单的形式。当方阵 A所表示的线性变换有 n 个互补的

一维不变子空间时，矩阵相似对角化能够使得同一线性变换的表达式变得最简单。 
内积空间 n� 中，在标准正交基下正交变换对应的矩阵为正交矩阵，对称变换对应的矩阵为对称矩阵。

实对称阵正交相似于对角阵，即对于 n 阶实对称阵 A，必存在正交阵Q ，使得 ( )1
1 2diag , , , nλ λ λ− =Q AQ � 。

二次型可以理解为在线性空间 nV 中对称双线性函数 ( ),f α α 的坐标表示式，它与对称矩阵之间存在一一

对应关系。二次型经过适当的坐标变换可以化为平方和的形式，即合同标准形。二次型化为标准形的过

程对应地就是将对称矩阵 A合同对角化的过程。 

2.2.3. 线性方程组 
如果从线性映射的角度理解线性方程的求解过程，对于齐次线性方程组 0m nA x× = ，可以视作将 nR 中

的向量 x 线性映射到 mR 中的零向量。求解齐次线性方程组即求线性映射的核。而非齐次线性方程组

m nA x b× = ，则是已知线性映射的像求原像的过程[6]。 

2.2.4. n 阶行列式 
结合现行教材中行列式的性质，与定义线性空间的方式一样，也采用公理化形式将 n 阶行列式定义

为数域 上 n 个 n 维向量的反对称线性函数。这样安排一方面可以凸显以线性空间和线性映射为纲的内

容结构，同时借助于向量组的线性相关性、基、可逆矩阵、分块矩阵、矩阵的秩、初等矩阵和矩阵的初

等变换等概念，也可以简化行列式的定义、性质和重要定理的表达和证明[7]。 
总之，线性代数各具体内容都是在线性空间和线性映射这个大的内容框架下延伸出来的，但各具体

内容之间也存在密切联系。从这一内容体系安排来看，各部分都有相对独立的研究内容，但又以线性空

间中的线性映射贯穿，使得线性代数的核心内容、理论方法都得以清晰地呈现。这种纲目清晰又纵横交

错的内容体系，在培养学生数学思维方面发挥着独特作用，同时各具体内容也可作为数学工具直接用于

解决实际问题。例如，矩阵作为一个表示工具，在将线性空间和线性映射等抽象内容具体化过程中发挥
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了重要作用。另一方面矩阵又可以作为图像处理、机器学习以及通信等领域中的数学工具。 

3. 课程内容教学策略 

3.1. 遵循从特殊到一般，由具体到抽象的原则 

线性空间和线性映射的概念相对比较抽象，可以从二维和三维向量空间入手，通过构建具体的几何

图像的方式对相关内容进行直观理解，然后推广至 n 维向量空间。最后对向量的概念进行一般化处理进

入线性空间和线性映射的主线中，在内容主线下对具体内容展开讨论。由具体到抽象，有助于培养学生

抽象思维和逻辑分析能力；由抽象到具体，则有助于帮助学生回归实际问题，提高应用数学理论和方法

解决具体问题的能力。 

3.2. 遵循与传统课堂教学互补的原则 

在课时较少的现实条件下，如果以线性空间和线性映射为纲开展课堂教学，无论从教学深度还是广

度上都无法达到预期目标。因此线下依然以求解线性方程组为问题主线开展课堂教学，同时以线性空间

和线性映射为内容主线组织在线课程资源，借助在线资源和教学工具进行线上教学[8] [9]。学生通过课堂

学习掌握解决实际问题的基本知识和能力，利用在线课程培养学生的抽象思维和逻辑推理能力，加深对

基本概念和方法的理解。线上线下形成优势互补。 

4. 总结与展望 

本文在线性空间和线性映射的框架下重新组织的教学内容。在此框架下，赋予了各部分内容具体的

几何意义。虽然这种做法在一定程度上提升了课程难度，但是在此架构下讨论问题，有助于深刻理解课

程的核心思想，对于提升学生数学素质和解决实际问题的能力均有积极的作用。由于难度提升必然会在

教学实施过程中产生一定的障碍，在课时有限的条件下如何具体组织教学是值得探索的一个新的问题。 
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