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摘  要 

本文从定积分应用中求一般图形的面积、由平行截面面积求体积以及求曲线弧长三个方面探究了其中所

蕴含的马克思唯物主义辩证法、我国古代数学家的研究成果及历史古迹等思政元素，从而提高学生分析

问题和解决问题的能力，同时培养学生的爱国情怀和“工匠”精神。 
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Abstract 
In this paper, we explore ideological and political elements, such as Materialist dialectics of Marx 
doctrine, research achievements of ancient mathematicians of China, historical sites in China, 
which hide in three aspects of the application of definite integral: computing the area of a general 
figure, computering the volume by Parallel sectional area and computering arc length of curve. 
These ideological and political elements can improve students’ ability to analyze and solve prob-
lems, and cultivate students’ feelings of patriotism as well as a craftsman spirits. 
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1. 引言 

2020 年 5 月教育部发布的《高等学校课程思政建设指导纲要》[1]中指出，全面推进课程思政建设是

落实立德树人根本任务的战略举措，也是全面提高人才培养质量的重要任务。理学类专业课程，要在课

程教学中把马克思主义立场观点方法的教育与科学精神的培养结合起来，提高学生正确认识问题、分析

问题和解决问题的能力。要注重科学思维方法的训练和科学伦理的教育，培养学生探索未知、追求真理、

勇攀科学高峰的责任感和使命感。而要全面推进课程思政建设，教师是关键。所以在课堂教学中结合课

程和专业特点，挖掘课程中的思政元素，强化育人意识，提升育人能力是新时代一线高校教师亟待解决

的问题。 
《数学分析》是数学类各专业必修的基础专业课，其基本概念、基础理论和基本方法，也是数学专

业学生学习后续课程的基础。《数学分析》课程知识体系庞大，逻辑性与理论性强，包含了许多经典的数

学思想、数学方法，数学文化和历史。本文以华东师范大学数学科学学院编著的《数学分析》(第五版) [2]
教材为例，从定积分应用一章中的平面图形的面积、由平行截面面积求体积以及平面曲线的弧长等内容

挖掘教材所隐含的思政元素，并将这些思政元素巧妙的融入教学内容，能够让学生运用马克思辩证唯物

主义观点思考和学习数学专业知识，培养学生学习科学家不畏艰险，勇于探索的创新精神以及增强学生

对国家的民族自豪感和责任心，这也是以培养应用型人才为目标的地方性高校教师教书育人的核心任务。 

2. 定积分应用中蕴含的马克思唯物主义辩证法 

对立统一规律和质量互变规律是马克思唯物辩证法的两大基本规律。对立统一规律也称矛盾规律，

它揭示了任何事物的内部都存在矛盾，事物矛盾双方既统一又斗争，从而推动事物的运动、变化和发展.
矛盾的两个方面当具备一定的条件时可以相互转化，同时它们相互排斥又相互依存。数学中许多知识点

都体现着这一规律，诸如从有限到无限；从个别到特殊，再提高到一般；曲与直的关系转化，变量与常

量的统一[3]；从实践到理论，理论反过来对实践具有积极的指导作用等。 
质量互变规律就是指事物的发展变化存在两种基本形式，即量变和质变，量变表现为事物及其特

性在数量上的增加或减少，是一种连续的、不显著的变化，质变是事物根本性质的变化，是渐进过程的

中断，是由一种质的形态向另一种质的形态的突变。量变和质变是相互区别，又相互联系、相互转化

的。量变是质变的前提和基础，质变是量变的必然结果。比如《数学分析》中的求极限，运用定

积分求面积，求体积及曲线的弧长等许多知识都体现着质量互变规律。 
下面我们主要以计算平面图形的面积为例详细探讨对立统一规律和质量互变规律在运用定积分理

论计算平面图形的面积、立体图形的体积以及弧长中的具体应用。 
我们知道，在众多平面图形的面积计算中，求曲边梯形的面积是最简单而且是最基本的面积计算类

型，它也是定积分产生的背景之一，其基本思想就是：“分割，近似，求和，取极限”，具体细节陈述
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如下[2]： 
设函数 ( )f x 在闭区间 [ ],a b 上连续，且 ( ) 0f x ≥ ．则由曲线 ( )y f x= ，直线 x a= ， x b= 以及 x 轴所

围成的平面图形(见图 1)，称为曲边梯形，为了求面积， 
 

 
Figure 1. Segmentation of area of trapezoid with curved edge 
图 1. 曲边梯形面积分割 

 
(1) 分割：在区间 [ ],a b 内任取 1n − 个分点，依次为 

0 1 2 1n na x x x x x b−= < < < < < = , 

它们将区间 [ ],a b 分割成 n 个小区间 [ ]1,i ix x− ， 1,2,3, ,i n=  ，再用直线 ix x= ， 1,2,3, ,i n=  ，把曲

边梯形分割成 n 个小曲边梯形； 
(2) 近似：记 ix∆ 为区间 [ ]1,i ix x− 的长度， 1,2, ,i n=  ，在每个小区间 [ ]1,i ix x− 上任取一点 iξ ，作以 ( )if ξ

为高， ix∆ 为底的小矩形，其面积为 ( )i if xξ ∆ ，用这些小矩形的面积近似代替相应的小曲边梯形的面积； 

(3) 求和：曲边梯形面积的近似值为 ( )1
n

i iiS f xξ
=

≈ ∆∑ ； 

(4) 取极限： ( ) ( )1lim d
bn

i ii aT
S f x f x xξ

=→∞
= ∆ =∑ ∫ ，其中 { }1 2max , , , nT x x x= ∆ ∆ ∆ 。 

上述过程很好的蕴含了唯物辩证法对立统一规律和质量互变规律。首先分割将所求的曲边梯形划分

为有限个小曲边梯形，体现了整体与部分[4]既相互联系又相互区别的对立统一关系。其次近似就是用小

矩形面积近似代替小曲边梯形的面积，体现了直线和曲线，常量和变量，特殊与一般等两种矛盾的转化

和对立统一。最后求和就是用 n 个小矩形面积近似代替曲边梯形的面积，即将部分转化为整体，又一次

体现部分与整体的辩证关系。 
取极限就是将曲边梯形分割得越来越小，这样将所求大的曲边梯形分割成的小曲边梯形就越来越多，

从而小曲边梯形的面积和对应小矩形的面积近似度就越高，当小曲边梯形的个数趋于无限的时候，就得

到了所求曲边梯形的准确面积。这个过程中，小曲边梯形的个数增加属于量变的范畴，取极限就是量的

积累达到质的飞跃的过程，从而形象准确地体现了唯物辩证法的质量互变规律，同时有限和无限也是对

立统一关系[5]。 
对于一般平面图形，根据图形的具体情况我们总可以将它分割为若干个特殊图形如三角形、四边形、

梯形以及曲边梯形等，然后运用这些特殊图形的面积求出一般图形的面积，从而实现特殊到一般，理论

到实践的转化，进一步说明了在求一般平面图形面积的过程中对立统一规律的广泛应用。 
由平行截面面积求体积和求一段曲线的弧长的方法还是运用定积分的基本思想“分割，近似，求和，

取极限”，和求曲边梯形的面积不同的是将所求立体图形或一段弧分割为 n 个部分后，用来近似每个小

部分的几何图形不同。在求体积中，将每个部分近似为一个小薄片柱体(见图 2)，其中柱体的底面积为截

面面积，n 个小薄片柱体体积的和就近似等于这个立体图形的体积。而在求弧长过程中，将整个所求弧

https://doi.org/10.12677/ae.2023.139992


邵仪，阿春香 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2023.139992 6379 教育进展 
 

段分割为 n 个小弧段，每个小弧段用直线段来近似，n 个直线段相加就近似整个所求弧长，最后取极限

就可以得到整个立体体积或所求弧段的长度。 
在求立体体积和弧长的过程中，和求曲边梯形的过程类似，也蕴含了唯物辩证法的量变与质变互换

规律，以及对立统一规律的诸多方面：理论与实践、整体与部分、特殊与一般、直线与曲线、常量与变

量以及有限与无限等众多类型的两个矛盾体之间相互转化，相互排斥与相互依存的关系。 
通过在讲解定积分应用中求面积、体积及弧长公式的过程中，恰当的引入唯物辩证法基本规律，不

仅可以让学生对所学专业知识有更深的理解，而且也教会学生理解数学中所蕴含的辩证法思想，能够从

哲学方法论角度分析和解决问题。 

3. 引入我国古代数学家的研究成果，增强民族自豪感和爱国情怀 

由平行截面面积求体积是定积分思想方法的又一具体应用，《数学分析》教材设置了两道经典例题，

其中一道是求两个等底面半径圆柱垂直相交围成的几何体体积，这正是我国古代数学家刘徽当年研究过

的“牟合方盖”体积，另一道例题是求椭球体与球体体积公式，其中求球体体积公式是我国齐梁时代数

学家祖暅当年的研究内容之一，从而在教学中引入我国古代著名的数学成果——祖暅原理。 
为了详细说明两位古代数学家的研究成果，下面我们简要介绍由平行截面面积求体积的思想方法： 
一般体积公式[2]：设Ω是三维空间的一立体图形，它夹在 x a= 和 x b= ( a b< )两个平行平面之间，

若过任意一点 [ ],x a b∈ 作垂直于 x 轴的平面截Ω得一截面，截面面积显然是 x 的函数，记为 ( )A x 。如果 

( )A x 是 [ ],a b 上的连续函数，则该几何体Ω的体积为 ( )db

a
V A x x= ∫ ，见图 2。 

 

 
Figure 2. Solid figure Ω  
图 2. 立体图形Ω  

3.1. 牟合方盖 

作为上述一般体积公式的应用，教材设置的例题 1 如下： 
例 1：求两圆柱 2 2 2 2 2 2,x y a x z a+ = + = 所围的立体体积(见图 3)。 
这个立体图形的体积用现代定积分思想的一般体积公式很容易求得。我们只需要求出第一卦限的体 

积(见图 4)，所求图形的体积就是第一卦限体积的 8 倍，而第一卦限图形的截面面积是边长为 2 2a x− 的

正方形，其截面面积函数为 ( ) 2 2A x a x= − ，于是所求立体图形的体积为： ( ) 3
0

168 d
3

a
V A x x a= =∫ 。 

上述几何图形正是当年我国数学家刘徽研究球体公式时创建的几何模型，称为“牟合方盖”。在《九

章算术》中他的描述如下：“取立方棋八枚，皆令立方一寸，规之为圆囷，径二寸，高二寸。又复横规

之，则其形有似牟合方盖矣。八棋皆似阳马，圆然也。按合盖者，方率也。丸其中，即圆率也。”它就

是两个在等半径圆柱躺在平面上垂直相交的公共部分，由于这个立体的外形像两个对称的正方形雨伞，

所以称它为“牟合方盖”。 
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https://baike.baidu.com/item/%E4%B9%9D%E7%AB%A0%E7%AE%97%E6%9C%AF?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E4%B9%9D%E7%AB%A0%E7%AE%97%E6%9C%AF?fromModule=lemma_inlink
https://baike.baidu.com/item/%E4%B9%9D%E7%AB%A0%E7%AE%97%E6%9C%AF?fromModule=lemma_inlink


邵仪，阿春香 
 

 

DOI: 10.12677/ae.2023.139992 6380 教育进展 
 

 
Figure 3. Two orthogonal cylinders with equal base radius 
图 3. 两等地面半径圆柱正交 

 

 
Figure 4. Solid figure in the first octant 
图 4. 第一卦限立体图 

 
刘徽当年为了计算球体体积，他发现“牟合方盖”体积与其内接球体体积之比为 4 :π，一旦求得“牟

合方盖”的体积，球体体积就迎刃而解，遗憾的是当时他没有能够求出“牟合方盖”的体积。 

3.2. 祖暅原理 

作为一般体积公式的又一次应用，教材设置了另一道例题： 

例 2：求由椭球面
2 2 2

2 2 2 1x y z
a b c

+ + = 所围的几何体体积，其中( , , 0a b c > )。 

容易知道椭球体平行于三个坐标轴的截面都是椭圆，利用已知的椭圆面积可知平行于 xOy 坐标面的 

椭圆形截面面积为 ( ) ( )2 21A x bc x a= −π ，从而得到所求椭球体体积为 ( )d 4 3
a

a
V bc A x x abc

−
π π= =∫ 。 

球体可以看作是椭球体的特殊情形，即当椭球体中 a b c= = 时，椭球体即为球体，易知球体体积
34 3V a= π ，可见用现代数学理论求球体体积是很容易计算。从球体的体积公式引入祖暅原理，让学生

了解我国数学家祖暅的这一伟大成就。 
祖暅为了求球体体积，沿用了刘徽的思想方法，只要求出“牟合方盖”的体积，就能得到球体的体

积。为了得到“牟合方盖”的体积，他创立了有名的祖暅原理。根据《九章算数》记载的祖暅原理：“夫

叠棊成立积，缘幂势既同则积不容异”，其中幂就是截面面积，势就是高。即是说：等高处的截面面积
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既然相等，则两立体的体积不可能不相等(见图 5)，这是祖暅一生最有代表性的发现。以长方体体积公式

和祖暅原理为基础，可以求出柱体、锥体、台体、球体等的体积。 
在西方，直到 17 世纪，这一原理才由意大利数学家卡瓦列利(Bonaventura-Cavalieri)发现。1635 年出

版的《连续不可分几何》中，提出了等积原理，所以西方人把它称之为卡瓦列利原理。其实，他的发现

要比我国的祖暅原理晚一千一百多年。 
 

 
Figure 5. Schematic diagram of Zu Geng’s principle 
图 5. 祖暅原理示意图 

 
通过介绍上述两位我国古代数学家的研究成果，一方面加深学生对所学内容的理解和掌握，开阔知

识视野，另一方面，可以启发学生的民族自豪感和爱国情怀，培养学生的责任意识。从其研究过程让学

生学习科学家严谨的科学探索和创新精神以及对科学的敬畏精神，同时激发学生对科学研究的兴趣。 

4. 激发学生的创新精神和“工匠”精神  

求平面曲线的弧长是中学数学圆周长、扇形的弧长等特殊图形弧长的一般化理论，也是定积分理论

的再一次应用，其基本方法是： 

设 C AB= 是一条没有自交点的非闭平面曲线(见图 6)，其方程为： ( )x x t= ， ( )y y t= ， [ ],t α β∈ ，

在 C 上依次取分点 0 1 2 1, , , , ,n nA P P P P P B−= = 构成 C 的一个分割，记为 T，联结 T 的相邻分点得到由 n 条

线段构成的内折线，内折线的长度近似等于弧AB 的长度，取极限得到弧长公式 ( ) ( )2 2 ds x t y t t
β

α
′ ′= +∫ 。 

 

 
Figure 6. Segmentation of plane curve 
图 6. 平面曲线的分割 

 
在讲解完平面曲线的弧长的推导及公式后，引导学生联想日常生活中一些弧形的物品或著名建筑，

思考如何求它们的弧长，可以设置如下例题： 
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例 3 已知赵州桥的主桥拱是圆弧形，它的跨度(弧所对的弦)长为 37.4 米，拱高(弧的中点到弦的距离)
为 7.2 米，运用上述的弧长公式求赵州桥主桥拱的弧长(见图 7)。 
 

 
Figure 7. Schematic diagram of the Zhaozhou Bridge 
图 7. 赵州桥示意图 

 
如果我们建立直角坐标系，把主桥拱的圆弧看作是以原点为圆心的一段弧，弦与 y 轴正半轴垂直，

易求得圆弧所在圆的半径为 27.9 米，从而主桥拱的参数方程为： 

[ ]27.9cos , 27.9sin , 0.78,2.36x t y t t= = ∈ , 

利用弧长公式可以求得主桥拱的弧长为 44.1 米。 
在讲解这个例题的过程中可以及时给学生介绍赵州桥这一中国古代建筑史上的奇迹，它结构新奇，

造型美观。迄今为止，中国境内只有赵州桥和万里长城被美国土木工程学会命名为“国际土木工程历史

古迹”，与巴黎埃菲尔铁塔、巴拿马运河、埃及金字塔等世界著名景观齐名。 
赵州桥又名安济桥，建于隋大业(公元 605~618)年间，是著名匠师李春建造，桥的跨度为 37.4 米，

扁平率为 0.38。直到十三世纪，欧洲才出现跨度 29.9 米，扁平率为 0.37 的大跨度圆弧拱桥——佛罗伦

萨桥。因此赵州桥是当今世界上跨径最大、建造最早的圆弧拱桥，也是世界造桥史的一个奇迹性创造

[6]。 
赵州桥距今已 1400 多年，经历了 10 次水灾，8 次战乱和多次地震都没有遭到破坏。并且古时缺少

计算工具，计算理论也很欠缺，赵州桥能屹立千年而不倒，在工程和美学上都堪称是古桥之中的魁首，

这有赖于古代匠师的高超建筑技巧，对工程的整体把握能力和灵活应用力学概念进行结构创新的精神。 
通过上述对我国古迹赵州桥的介绍，引导和激励学生学习古代匠师的创新精神，在学习和工作中要

发扬一丝不苟、精益求精、执着坚持及追求突破的“工匠”精神[7]。 

5. 结语 

本文以《数学分析》教材定积分应用中的求面积、体积以及弧长为例，探究了其中所蕴含的思政元

素。数学作为自然科学的一门基础学科，它的产生和发展是客观世界量的矛盾对立统一的结果，同时也

包含了许多数学思想方法、数学文化和历史。因此，我们要改革传统教学中以讲解专业知识为重点的教

学方式，钻研教材中所隐含的唯物辩证法和方法论，以及数学家的伟大研究成果，在教学中适宜的穿插

和介绍这些数学思想方法和数学文化，不仅能够提升学生对专业知识的理解和掌握程度，增加课堂的趣

味性，而且可以培养学生做人做事的优良品质，同时鼓励学生要有爱国情怀，要有创新思想和“工匠”

精神。 
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