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Abstract: For the equations of the acoustic waves of Smectic A of liquid crystal, we strictly mathematically discuss the 
equations from the viewpoint of physical phenomenon and mathematics. After comparing these conclusions we know 
that the mathematical solution is the limit of the answer from the physics phenomenon. We revise the original results 
obtained only from phenomenon, which is also a supplement for the original results. 
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摘  要：本文用数学的严格求解的方法，对层状 A 相液晶模型在声学波模式下，所得到的方程组进行更加严格

地讨论，分别从物理学现象角度和数学理论角度得到结论，并进行对比。并得到数学严格解是物理现象学角度

解的一种极限情况。从而修正了原本仅从现象得到的结果，是对于原有结果的一种补充。 
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1. 引言 

De Gennes 所著的液晶方面的权威著作 The Physics 

of Liquid Crystal(《液晶物理学》)中对于液晶的层状 A

相( )声学波方程的讨论部分，给出了很有意思的结

果。该书第八章 8.1.6 节中所陈述的方程组讨论的结

果，是基于对实验结果的猜测，并非从方程出发所得

到的结果[1]。针对于这一点，本文主要是从方程出发，

用所得到的计算结果应用于实验结论的解释。而理论

上的严格求解比较模糊。本文针对详细的解法进行了

进一步的探讨，从而得出严格理论结果与实际猜测的

结论的差距。 

AS

在谢毓章教授所著的《液晶物理学》中第十二章 

中对于层状 A 相液晶的多种理论模型进行了研究，给

出了计算方法[2]。但是对于一个重要参数——交叉体

积弹性模量 C 的论述并没有，因而在本文中，将对这

一重要参数加以讨论，对于液晶的理论研究具有一定

的意义。 

2. 声学波方程的讨论 

为了本文的完整性，本节内容是[1]中的简洁重述。

当波矢相对于层面倾斜的时候，在 ,x z 平面内的情况

就发生变化：层的位移量 与层间空间的调整有关。

类似地，速率

u

xv 与晶体体积的扩张系数 有关。由于

这个原因，猜想两种声波，用于描述密度振幅的耦合
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和层间空间的耦合。这两种声波必须满足以下特征： 

1) 湿度对这两种声波的影响很弱； 

2) 在声学波模式下，渗透作用很微弱，几乎可以

忽略； 

3) 该声波是绝热的而不是等温的，也就是这个变

化的过程是熵恒定的[3]。 

以上的假设是在不考虑外场存在的条件下提出

的，也就是说 。 0H 

通过使用声学的办法或者是光的散射，已经可以

在 中观测到这种波。假设方程的解 形式为AS
 x zi q x q

u
z te  
，得到下面的方程组： 

0x x z z

z z z

x x

i iq v iq v

i v iq P g

i v iq P





   
    
   

           (1) 

其中 

2 0 0 0 0
z z z z zi u v g q B u iC q P A iC q u        ， ，   

速率 zv 可以认为在存在干扰的情况下，层状液晶

发生转动时产生了角速度 ，在单位时间内，层的位

移量与分子的长度近似，那么转动的速率 zv i u  ，

符号仅仅表示转动的方向。 zg 的表达形式是忽略了外

场的作用简化而得到的。压强的变化主要是由于密度 

的变化 (



  )，由于层的位移而产生的体积 

的膨胀，即体积的弹性模量C 和 轴方向上层位移的

变化量相关，继而不难理解

z
0 0

zP A  iC q u  了，其

中压强 前面的符号，表示方向。 P

3. 声学波方程有解的条件 

本节的内容是[1]中的结论，主要是实验现象学结

论，为了便于和严格的数学结论对比，我们首先陈述。

对于方程(1)，其中的未知量是 x zv v、 、 ，用于描述

液晶层发生变化的量是角速度以及局部质量的变化

(密度的变化)，所以我们考虑方程有解的条件，从而

得出关于 的关系。 

方程组(1)有唯一非零解的条件，当且仅当系数行

列式为 0，即 

   0 0 2 0 0 2

0 0

                          

    0       0

                    

x x

z z

x x z

q iq

iq A C B C q

q A iC q q

 







  

或 

    
 

22 2 0 2 0 0 0

2 2 0 0 02

2

 0

2
x z

x z

A q A B C q

q q A B C

    

  
 

(3) 

将方程(3)中的 2 作为方程的未知项，那么这就

是一个关于 2 的一元二次方程。我们知道液晶的密

度在某一时刻的局部是不变的，而由于外界对于区域

内液晶的扰动可以使液晶产生不同方向的转动速度，

因而我们假设 2
1

2
2 、  是方程(3)的两个解，根据韦

达定理，得到 

  
 

2 2 0 0 02

2 0 0 02

 2 2
1 2

2 2 0
1 2

z x

   (2) 

2
x z

A B Cq q

A q A B C q

  

 



   
    (4) 

 

在这里，引入声速[3] i
iC


q

 以及角 f ，其中角 f 

是波矢 与光轴( 轴)的夹角，那么我们可以得到 q z

 

 

22
0 0 02 2

1 2 2 2 2

2 2
2 2 0 0 0 0

1 2 2 2

1

1 1
+ 2

xz

x z

qq
A B CC C

q q

q q
C C A A B C

q q



 


    



      

 

通过角 f 引入我们可以得到如下关系： 

sin =

cos =

x

z

q
f

q

q
f

q







        

f

z

x

qz

qx

q

 

 

因而有 

 

 

2 2 0 0 0

2 2
1 2 2

0 0 0 2

2 2
1 2

cos sin

2 cos

f f A B C
C C

A B C f
C C










  
  



      (5) 

从方程(4)和(5)可以知道在波动传递过程中， 和

的调整变化是成对出现的。A 属于一般10u 10 3 erg cm

的范围，从一个系统到另一个系统时，B 和C 可以进

行理想的变化，常常 ,A B C 。 

1
0 2

1

A
C


 

  
 

                (6) 
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这种波的极限是一种必要的密度调节，定义这种

波为“第一声音”。这里的“第一声音”的表达式并

不是严格的计算结果，这里可以说是通过实验现象所

得到的结果，这种结果可以用来解释实验现象却不能

用来解释方程(5)。想要用结果真正解释方程(5)就有必

要通过严格的数学计算来给出现有结果的补充。 

将式(6)带入到方程(5)的第一式中我们得到： 

0 0
0 2 2 20

2 sin cos
A B C

A C f



 f  

在这里，我们忽略 对于方程的影响，并经过适

当的近似化简得到“第二声音”如下： 
0C

1
0 2

2 sin cos
B

C f


 
  
 

f            (7) 

这种波与 的调整一致，称其为第二传播模型的

速度。“第二声音”的名称来自于它类似于超流体氦

与复杂序参量的相的波动有关。在层状 A 相液晶中，

层位移 与相紧密相关；因此他们具有相似性。 

u

u

值得注意的是 的角独立性，方程(7)表示当2C

π 2f  时 ，这个模型与波荡模式是一致的。

从传递到强衰减行为的连续变化，同时便随传递速率

的消失已经被强压下瑞利实验中的弯电效应证实。当

时 ，第二声速依然消失。当 的时

候，渗透作用显得十分重要，此时渗透模式解中描述

的模型成立。 

2 0C 

2 00f  C 0f 

注意布里渊实验必须在频率为千兆赫的领域中

进行，这与我们对流体力学系统的定义不一致，因为

集中非流体力学的模型(例如两极松弛，相对于层面的

倾斜，层状液晶序参量模型等等)常常低于这个频率。

其中有些已经在理论上进行研究。当 π 4f  时，“第

二声音”的消失和 在 10 到 30 范围内的高频值以及

流体力学系统溃动：猜想层状液晶在千兆赫范围内比

在千赫范围内变得更硬。度量可压缩的具有弹性的常

量是一个难题：超出 106~107 Hz 以上的频率将不再属

于流体力学系统范围；低于 103~104 Hz 以下的频率将

会有其他运动的介入[1]。 

B

4. 声学波的数学解 

本节我们将推导出严格的数学结论，并与前一节

的结论加以对比。有关方程(3)的解法，我们试图从数

学的角度得到解。对于方程 

    
 

22 2 0 2 0 0 0

2 2 0 0 02

2

 0

2
x z

x z

A q A B C q

q q A B C

    

  
 

有 

  
 

 
 

2
0 2 0 0 0 2 2 2 0 0 02

202 4 0 0 0 4

0 2 2 0 0 0

2 2 0 0 02

2 4

  2

2 2

4

x z z x

x z

z x

z x

A q A B C q q q A B C

A q A B C q

A q q A B C

q q A B C

        

   

  

 



 

由于常常有 ,A B C ，对上式我们做一些近似 

0 0 02 0A B C A                  (8) 

如果我们假设 0 0
1 ,B c C c2   ，其中 0 

2c

并且

是一个无限接近于 0 的无穷小量， 是常数，那

么有 
1c、

0 0 02 0 2
1 2 A B C A c c             (9) 

由于 0
1 2

2A c c  是一个有界的常量，所以我们有 

 0 0 02 0 2
1 2

0
lim 0A B C A c c


 


   



   (10) 

根据(8)和(10)两个近似，我们可以得到以下近似： 

 202 4 02 4 02 2 2 02 2 22x z x z x zA q A q A q q A q q        (11) 

所以我们有 

 0 2 0 0 0 2

2
2

2

x z

i

A q A B C q


    
 ,  

其中 1, 2i  。当 1i  时，我们有 

   

 

0 2 0 0 0 2 0 2 2

2
1

0 2 0 0 0 2

2

2

2 2 2

2

x z x

x z

zA q A B C q A q q

A q A B C q


    



  


 

故 

 0 2 0 0 0 2

2
1

2 2 2

2

x zA q A B C q




  
  

所以 

 0 2 0 0 0 22
2 1
1 2 2

2 20 0 0 0

2 2

2 2 2

2

2 2

2

x z

x z

A q A B C
C

q q

q qA A B C

q q




 

  
 

 
 

q

   (12) 
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这里我们依然引入角度 ， 是波矢 与光轴

之间的夹角。在

f f q z

x z、 平面内我们有 

sin cosx zf f q q q q， ； 再

系

另外我们 次需要利用关

,A B C ，那么 下 我们得到近似解如

0 0 0
2 2

1 sin cos2A A A
C f f

  
    

所以有 0
1C A  。

式一样。 晶分子的弹

性模量

所以这里的“第一声速”与

(6) 对于这个式子，如果我们把液
0A 当成的一个常参数，那么有 1 ~ 1C  。这

说明当液晶的密度越大那么声速就会相对小，也就是

外力 于液晶的

排 际的自然

的干扰对 分子排列影响越小；相反，当

液晶的密度越小，声速就会相对大，也就是外力对于

液晶分子 列的干扰就会越大。这与实 现象

也是相符的。 

那么利用类似的方法，接下来我们来计算“第二

声音”的结果。当 2i  时，有 

   

 

0 2 0 0 0 2 0 2 2

2
2 2

0 0 22

2

2x z x z

z

A q A B C q A q q


    


B C q


 

所以 

 0 0

2
2

2

2

2
zB C q





  

所以 

   0 0 0 02 2
2 22
2 2 2

2 2
cos

2 2
z

B C B Cq
C f

q q


 

 
    

所以 

 0 0

2

2
cos

2

B C
C




 f         (13) 

的第二声速与式(7)不一样，主要是我们

这并没有用带入法解答“第二声速”，而是用数学中

严格的计算得到的结果。在式(7)和式(13

显的区别是交叉体积弹性模量 。 

以认为(13)是式(7)的极限情况。 

)的极限情况进一步说

明。

这里解得

)之间，最明
0C

从(13)可以看出第二声速与渗透作用是有关的，

并且渗透作用显得十分重要。而对于式(7)来说，当

0f  的时候，渗透作用显得十分重要。我们不妨可

这里对于将式(13)作为式(7

 

我们将式(7)和式(13)进行联立 

 

0

2 sin co
B

C f






0 02B C




 

2

s

cos
2

f

C f


 

所以有 



22 0
2

0 0
2

0 0
2

0 0 0 0

2
sin

2

2 2 1 c
= sin =

22 2

C B
f

C B C

B B
f

B C B C

  
        

 
    

 
os 2 f

对于上式我们对两边取极限 ，得到下面的

极限式： 

0f 

2 0
2

0 00 0
2

2 1 cos 2
lim lim 0

22f f

C B f

C B C 

           
 

当 0f  时， 

2 0C   

0 0

2

+2B C
C


   

当 时，也0f 

，分

式所

如果我

就是说液晶分子的波矢 没有与

光轴平行 子层的厚度等于一个分子的 这正

是渗透模 描述的液晶状态。此时渗透 很

重要。 们考虑交叉体积弹性模量 对于第二声

音的影响，则第二声音是微弱的存在的。 

第一 述

过

5. 结论

到的结论能够用于

或多种现象。本文主要是通过理论的求解来

想象，相对于通过现象得到结果的物理方

法，有异曲同工的效果。本文的结果也是对于原有结

q

长度，

作用显得
0C

对于 声音与第二声音，他们共同描 了不同

的液晶模型(振荡模式、渗透模式)。第一声音是液晶

普遍存在的，可用于解释多个模型。相对于第一声音，

第二声音显得不是那样的普遍，而是通 波矢的偏转

情况将不同的模式进行了整合。 

 

我们通过数学的严格解法得到关于理论与实际

现象学猜测的差距。数学模型来源于对实际物理现象

的假设，在这种科学的假设之下得

描述一种

解释实验的
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果的一种补充。 
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