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Abstract 

In order to study dispersive photonic crystals (PCs), we introduce a numerical finite element me-
thod based on weak form equation in COMSOL, which transforms the complex band diagram 
problem into a simple eigenvalue problem by solving the eigenvalue with respective to wave vec-
tor k by frequency. The advantages of the method are illustrated by two examples. The equi-fre- 
quency contours close to the Dirac-like cone dispersion of a square-lattice PC can be calculated 
with much less time than traditional methods. We also succeeded in obtained the edge states on 
the bearded edge and the zigzag edge of a honeycomb PC with a dispersive negative background 
medium which is numerical unstable for traditional methods. 
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摘  要 

为了研究光子晶体复杂色散关系，基于有限元数值仿真软件COMSOL Multiphysics, 我们发展了一套基

于COMSOL弱形式方程光子晶体能带的计算方法。通过频率求解波矢k的本征值，将传统方法很难求解的

色散能带问题转化为简单线性的本征值问题。利用这一新的数值工具，我们首先对比分析了无色散简单

正方晶格光子晶体的体能带结构，弱形式方法与现有方法得到完全一致的能带结果，验证了这种计算方

法的正确性。利用这种求解方法能快速求解光子晶体的等频率曲线(equi-frequency contour), 我们也验

证了我们研究的正方晶格光子晶体具有类狄拉克锥能带结构。我们将这种方法应用于具有色散负介电常

数背景下类石墨烯蜂巢晶格光子晶体的能带结构计算，这是传统光子晶体能带计算方法难以求解的结构。

我们发现，在这种光子晶体的胡须状(Bearded)和锯齿状(Zigzag)界面都存在光子界面态。 
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1. 引言 

随着半导体的发展人们有了控制电子传输的手段，半导体技术带来的技术革命对人类文明有着深远

的影响。在半导体和能带理论的发展下，科学家们开始探索周期性介质中的电磁波传播问题，希望能够

找到类比半导体调控电子来调控光子的材料和结构。 
1987 年由 Yablonovitch [1]和 John [2]分别独立提出光子晶体的概念，将不同折射率的材料在空间做

周期性排列，构成光子晶体。其具有和半导体类似的导带、禁带等光子晶体能带结构使得人们可以对光

的传播进行任意调控。光子晶体的初期主要工作就是寻找光子禁带结构，将光局域正在很小局域能够大

大提高光子的使用效率，具有很高的应用价值。光子晶体的发展是伴随着凝聚态理论发展的。拓扑绝缘

体的研究刚刚获得了 2016 年的诺贝尔物理学奖。随着具有狄拉克色散关系光子晶体能带的发现[3]，如何

构建拓扑绝缘体的光学类比，研究光子晶体能带的体拓扑性质，构建具有拓扑性质的光子界面态/边缘态

是光子晶体研究的最新发展。 
光子晶体能带的计算最早也类比了电子晶体能带结构的计算方法，如平面波展开法[4]、传输矩阵法

[5]和时域有限差分法[6]等。在求解材料介电常量与频率无关的光子晶体能带结构问题时，其是一个求解

线性本征值问题。如平面波展开法求解时，通常给定布洛赫波矢 k，扫描整个最简布里渊区边界求解出

相应的本征频率 f 从而求解出能带。但是当研究的光子晶体材料具有色散介电常数，即 ε = ε(f)为频率 f
相关时，便成为一个非线性本征值求解问题，求解变得非常困难。时域有限差分法求解含时域的麦克斯

韦方程时，采用一次性脉冲分析(宽频)，结合非线性谐波分析。但是其网格分割只有正方形，在求解非规

边和色散能带时会变得异常复杂。为了更为方便的研究色散光子晶体能带结构问题，我们基于数值求解

软件 COMSOL Multiphysics 中的弱形式方程，重新构建了光子晶体本征方程，给定频率 f，来求解布洛赫

波矢 k 的本征值。这样原本复杂的具有色散材料非线性求解问题被重新转化为简单的线性本征值求解问

题。 
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本文简单介绍了如何在 COMSOL Multiphysics 中设置弱形式方程来求解光子晶体能带，和具体的参

数设置，文中所有计算都是基于 COMSOLMutiphysics 4.3 版本。并通过两个例子，求解了具有狄拉克点

色散的光子晶体能带，验证了拓扑关联的光子界面态的存在，证明我们发展的新方法在将来拓扑绝缘体

的光学类比，拓扑光子学的研究中会起到很大的作用。 

2. 偏微分方程的弱形式介绍 

用数学方法描述真实的物理问题时，一般有三种描述方式。1、偏微分方程形式(Partial Differential 
Equation, PDE)；2、能量最小化形式；3、弱形式(Weak Form)。他们都是同一物理方程的不同等效形式，

针对特定条件有各自的优势。其中我们最常见的便是偏微分方程。PDE 方程一般都有对应的解析解，当

难以得到其解析解时，便需要根据变分原理或能量最小化原理转化为积分形式的泛函数变分问题求解。

积分形式适合用有限元元求解，而弱形式可以看做对积分变量连续性要求更低，形式更一般的能量最小

化形式了。COMSOL Mutiphysics [7] [8]是求解多物理场的一款有限元数值求解软件，通过内建多种物理

方程及相应求解器，可以对互相耦合的复杂物理问题进行数值求解，是物理学研究中非常重要的工具。

COMSOL Multiphysics 本身是一款有限元的求解器，可以设定将所需求解的 PDE 方程转化为弱形式，再

进行求解。但不是所有问题都能通过内置弱形式模块解决，这时了解弱形式方程及其有限元算法对求解

实际物理问题很有帮助。 
在求解光子晶体能带时，当使用 COMSOL 内置的本征值求解模块时，需要预先定义好其最简布里渊

区边界，COMSOL 会自动随布洛赫波矢 k 的变化求解得到其相应频率 f 的本征值。在求解色散材料问题

时，即介电常数 ( )f 或者磁导率 ( )fµ 是频率相关函数，由于 f 未知，COMSOL 内置本征值求解模块将

无法求解，这个时候就需要借助自定义弱形式方程来求解了。 
考虑介质中传播电磁波的麦克斯韦方程可以以磁场 H 或者电场 E 形式来表达。以电场形表达式其波

动方程为： 
2

2
1 0

c
ω

µ
 

∇× ∇× = 
 

E E－                                (1) 

/ µ 是计算区域的介电常数/磁导率。由于介质做周期性排列，其介电常数和磁导率也是周期性的。

根据布洛赫定理，电场可以表达为周期性函数和自然指数乘积的形式， 

( ) ( ) ( )expx x i t xω= − ⋅  E u k                             (2) 

其中ω 是电磁波的频率， k 是布洛赫波矢， ( )xu 是周期性矢量函数，将方程(2)带入方程(1)我们可以得

到 ( )xu 的等价方程： 

( )
2 2

2
1 1 1 0k i i

c
ω

µ µ µ µ µ
     

− ⋅ − × − ∇× × +∇× ∇× − =     
     

ku k u k k u u u             (3) 

在此 PDE 方程两边乘上任意函数 testv ，对两边在感兴趣的区域Ω 内做积分转化为积分方程形式。与

有确定解 u 不同，有大量不同的函数 testv 解满足积分方程的形式，所以函数 testv 在这里又被称为试函数。

试函数在弱形式的有限元求解方法里起了关键作用。有限元方法是基于在满足方程和边界条件的情况下，

对感兴趣的区域Ω 弱形式进行积分并将积分设为 0 从而进行求解[8]。 
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n̂ 为积分边界的法向矢量，在外边界，方程 (4) 的约束，对闭合区间 ∂Ω 内积分使得

( )ˆ 1 i× × − × +∇×n k u u 为 0.从方程(4)可以知道， ˆ × =n E 0 ，这是完美电导体边界条件。这是默认边界

条件，若无其他外加边界条件则都设置为完美电导体边界。在内部边界，电磁场要满足连续边界条件，

ˆ ˆ+ −× = ×n E n E ， ,+ −E E 是内部边界的两侧。 u的周期性则在原胞外边界用周期性边界条件约束。 
而在二维电磁波方程中我们可以做进一步简化， ˆ ˆx yx e y e x∇ = ∂ ∂ − ∂ ，作用在 zE 和 zE 上形成二维向

量， zE 为试函数，所要求解为本征值问题，令 e , eik x ik x
z z z zE E H E− ⋅ − ⋅= = ，而 ˆ ˆx x y ye k e k= +k ,为我们即将

求解的二维布洛赫波矢，则方程(4)可以简写为[9]： 

( ) ( ) ( )
2

2
2

1, d
z z z z z z zEF x i iE E E E E E

c
ω

µ
 

= +∇ × ⋅ ⋅ − +∇ × − 
 

∫ k k 
             (5) 

而在将弱形式输入 COMSOL 时，只需将方程(5)方括号中的值输入即可。模拟区域是一个原胞， zE 边

界条件用周期性边界条件，同样将将布洛赫波矢 k 写为 0 nλ= +k k k 。 

二维弱形式能带计算设置 

COMSOL 中未知函数(因变量)u 及试函数 v 的函数表达如下：未知函数 u,表达为 u， u∇ 写为

( x y zu u u+ + ),在二维电磁波方程弱形式求解中，未知函数为 Ez， zE∇ 为( zx zyE E+ )；类似的试函数 v 及 v∇
分量写为， ( )ztest E 及 ( )zy zxtest E E+ ，将弱形式方程输入 COMSOL 求解域的若干项中，便会自动进行

求解运算，其每一个子域可以有不同定义，COMSOL 将自动整合不同子域方程。 
实际计算时，我们在 COMSOL 物理场中选择弱形式求解模块如图 1(a)所示，求解类型选择本征值求

解，因变量定义为 Ez，绘制完相应光子晶体原胞结构(以图 1(b)示意图为例)后，其子域弱项都设置为 weak 

即弱形式方程，在全局表达式中定义

( ) ( )
( ) ( )
( ) 2

y z zy y z zy

x z zx x z zx

z z

weak test i k E E mu i k E E

test i k E E mu i k E E

test E epsilon w E

= ∗ ∗ + ∗ − ∗ ∗ +

+ − ∗ ∗ ∗

−

∗

∗

− ∗

∗ ∗

− ，即为二维 TM

形式电磁波方程的弱形式表达。其中参数设置如表 1 所示： 
 

  
(a)                                                        (b) 

Figure 1. (a) Parameter setting of weak form module in COMSOL; (b) Periodic boundary condition setting 
图 1. (a) COMSOL 中弱形式模块参数设置；(b) 原胞周期性边界条件设置示意图 
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Table 1. Parameter setting 
表 1. 参数设置 

Name Expression 

G ( )( )exp x yi k x k y− ∗ ∗ + ∗  

kx 0 x nxk lambda k+ ∗  

ky 0 y nyk lambda k+ ∗  

E zE G∗  

 
kx, ky是布洛赫波矢 k 的 x，y 分量, epsilon，mu 分别为介电常数和磁导率，不同子域中单独设定，所

有子域中初始值 ( )0zE t 设置为 Ez。原胞的周期性边界条件的设置非常重要，其需要满足奎特周期性边界，

即目标端和源项场值上相差一个相位因子，相位因子的值由边界和波矢的相对距离确定。以图 1(b)中二

维正方晶格为例，以 Ez为约束条件分别设置两对周期性边界，即 1,3 为一对，2,4 为一对分别将 1 和 2 边

界 Ez的值映射到 3 和 4，同时源项和目标项的顶点也需要一一对应，如 1,3 这对周期边条中，1 的源项顶

点 5,8 要分别映射到 3 边界的顶点 6，7。 
求解本征值时，我们给定因变量为频率。在感兴趣的频率范围内，求解本征波矢 k，并将 k 的值限

制在最简布里渊区内。在求解时遇到虚部较大不为 0 或者接近于 0 的伪解的出现时，可以借助 MATLAB
后处理进行后处理将每个频率下的伪解去除，从而可以将整个最简布里渊区内的能带结构求解出来。 

3. 利用弱形式方程数值求解复杂光子晶体能带 

利用上一部分介绍的 COMSOL 弱形式方法，我们可以开展对复杂光子晶体的能带计算。弱形式方程

是一般有限元计算的通常手法，并非仅仅适用于 COMSOL Multiphysics。相信如果可以将这一方法整合

并优化，独立于 COMSOL 单独运行，会对电磁波相关问题具有很大的价值。 
我们首先研究了简单无色散正方晶格光子晶体。我们所研究的光子晶体系统参考了 Huang 等的论文

[10]。通过调控光子晶体柱的占空比，通过实现偶然简并，在此光子晶体的布里渊中心(Γ点)具有类狄拉

克锥能带结构。而且在狄拉克点频率，此光子晶体可以等效为介电常数和磁导率同时为零的材料，具有

很大的应用价值。图 2(a)是我们重复引文[10]，利用 COMSOL 内置改变波矢 k 求解本征频率模块计算的

光子晶体能带结构。具体原胞结构见图(2)插入图。相对介电常数 12.5= ，相对磁导率 1µ = ，其光子晶

体半径 0.2r a= ，a 为光子晶体晶格常数。图 2(b)中插入了正方晶格第一布里渊区的示意图，其高对称点

坐标为 ( ) ( ) ( )0,0 , 0,1 π , 1,1 πa aΓ = Χ = Μ = 。在 Transverse Magnetic (TM)模式即电场沿 z 方向下，用上

述的弱形式方程方法可以通过改变频率 f 来求解对应的本征波矢 k ，结果见图 2(b)。图 2(b)和图 2(a)完
全一致，证明了此种弱形式求解方法的正确性。图 2(b)中能带曲线存在间断点，是由于求解方法导致的。

为了快速求解我们把波矢的本征值设置在一个较低的数量，而当能带纵向比较平缓时，频率对应纵向本

征值 k 分布的数量会大大减小，这个时候我们需要在这个平缓能带范围内减小频率步长便能求解到相对

较为连贯的能带，但是会大大增加计算时间。 

3.1. 等频率曲线计算中的应用 

光在光子晶体中的传播和光子晶体的等频率曲线息息相关[11]。通过设计光子晶体结构来实现各种形

状的等频率曲线，从而控制光的传播路径，实现了包括电磁波定向发射[12]，超透明[13]等各种新奇的 
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(a)                                                     (b) 

Figure 2. (a) The band structure of square lattice calculated by traditional methods; (b) The band structure calculated by 
Weak Form 
图 2. (a) 传统方法计算出的正方晶格光子晶体的能带图；(b) 弱形式方法计算出的同样结构光子晶体能带图 
 
功能。传统上，对等频率曲线的求解需要扫描整个布里渊区范围内所有 ,x yk k 下频率 f 的本征值，再整理

所求解数据将感兴趣的频率范围内的值提取出来才能将整个频率范围的等频率曲线画出，计算量相当繁

复。而使用弱形式求解我们可以针对特定工作频率 f 快速求解出最简布里渊区范围内所有波矢 k 的本征

值，从而得到在此频率下的等频率曲线。利用弱形式方程的方法，我们可以很容易优化所需的等频率曲

线并实现各种应用。利用我们发展的方法，我们求解了图 2 正方晶格光子晶体在Γ点附近的等频率曲线。

其计算结果如图 3 所示。 
图 3中不同的颜色代表不同的频率值 f下的计算结果，随着频率的变化等频率曲线在 0.5415f a c= 相

交于一点，且在这个频率附近等频率曲线都呈现为圆形。这样的能带具有狄拉克锥能带结构类似的形状，

也和引文[8]的预言一样。 0.5415f a c= 也与图 2 中我们计算的正方晶格光子晶体体能带结构Γ点处的狄

拉克点频率值完全一致，再一次验证了我们这种算法的正确性。为了方便显示,和平带相关的波矢并没有

画出.这样计算每个频率下等频率曲线时间用 i5-6300HQ 配置电脑用时 1.426 s，相比对全布里渊区所有波

矢 k 求解减少 90%以上的时间。 

3.2. 色散负背景材料能带计算中的应用 

我们进一步将这种弱形式求解方法用于研究具有色散负背景材料的光子晶体能带计算。Haldane 等已

经用二维蜂巢晶格光子晶体实现了与石墨烯能带结构相似具有狄拉克色散关系的二维光子晶体拓扑能带

[3]。后来 Plotnik 等人[14]利用蜂巢晶格波导阵列，排列组成“光子石墨烯”，在光子石墨烯的 Zigzag 和

Bearded 界面上观测到了电子最近邻紧束缚模型预言的在石墨烯相同界面上应该存在的界面态。除此之外，

还在 Bearded 界面首次观测到了另一种新的界面态，并用考虑了次近邻耦合的紧束缚模型进行解释。课

题组邵越同学研究了类似的蜂巢晶格光子晶体柱结构，但在 Bearded 界面上并没有看到类似的现象[15]。
虽然我们也研究了石墨烯结构的光学类比，但实际物理体系和引文[14]有相当的不同。在波导阵列结构，

波导之间耦合是通过倏逝波来完成的。这和原子紧束缚近似模型相当类似。而在光子晶体中，光子晶体

柱的耦合是靠光/电磁波在背景材料(通常是空气)的传播完成的。耦合的不同，即传播波和倏逝波的不同

特性，决定了未能在传统蜂巢光子晶体结构观测到类似的界面态[16]。 
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Figure 3. Equi-frequency diagrams of close to Dirac cone dispersion 
图 3. 狄拉克锥等频率曲线 

 
如何能够让光子晶体柱之间的耦合也是利用倏逝波的形式来完成呢？如果能够让光子晶体的背景材

料的介电常数为负数，那也许就可能利用这样的体系，观测到类比电子紧束缚模型的实验现象。 
根据 Pendry 等人的理论[17]，将细金属柱做周期性阵列时，如果柱半径和占空比都远远小于波长，

这样的结构可以等效为超材料，其有效介电常数为 

( )
2

21 pω
ε ω

ω
= −                                   (6) 

ωp为有效等离子频率，可以通过计算金属柱阵列的 S 参数得出。也就是说，如果在光子晶体柱的空

气背景中，插入大量细金属柱，就可以在 ω < ωp的频率范围内，用负的有效介电常数材料取代原本的空

气背景。根据引文[17]的理论，我们设计使用了晶格常数为 4.9205mm，半径为 0.00375 mm 的金属柱阵

列，其等效的等离子频率为 17.03 GHz (结构见图 4(a))。通过调控金属柱占空比，我们可以轻松的改变等

效等离子频率，即调控背景材料的有效介电常数，即光子晶体柱之间的倏矢波耦合系数，从而调控光子

晶体能带。 
但是，引入大量细小的金属柱阵列会使得模型计算十分复杂。由于每一个金属柱十分细小，网格划

分密度很高导致计算量非常大。为了降低计算难度，我们需要将背景替换为如公式(6)的具有色散介电常

数，并计算光子晶体能带。因为不同频率下介电常数可变，这是传统光子晶体能带计算方法非常难以完

成。利用我们发展的弱形式方程，我们可以计算有效负背景光子晶体能带，并与具有金属柱阵列实际结

构下的计算结果相对比，如图 4 所示。其中光子晶体柱选用的材料具有介电常数ε= 8.5，磁导率 μ = 1，
排列成蜂巢晶格，原胞结构如图 4(a)所示，选用的晶格常数 a = 17.045 mm，介质柱半径 r = 3.75 mm。 
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Figure 4. (a) The unit cell of a honeycomb lattice PC; (b) The first Brillouin zone of the system; (c) Comparison of the cal-
culated bulk photonic band diagram of the metal wire background and the effective medium background 
图 4. (a) 蜂巢晶格光子晶体的原胞结构；(b) 六角晶格光子晶体第一布里渊区示意图；(c) 金属细线背景结构计算与

有效介质色散能带计算结果对比 
 
最简布里渊区如图 4(b)所示，其高对称点分别为 ( ) ( ) ( )0,0 , 0,1 3 π , K 1 3,1 3 πa aΓ = Μ = = 。对比结

果如下，图 4(c)中红色点为背景材料为前面述蜂巢晶格金属柱阵列的计算结果，而黑色为使用弱形式计

算等效色散背景材料下的计算结果，两者基本一致。 
从我们的能带计算结果可以看到，在 6.63 GHzf = ，在此蜂巢晶格光子晶体存在狄拉克点。在此频

率，背景的有效介电常数 5.65ε = − 为负数。 
上面的结果证明了弱形式用于计算色散材料的可行性，我们可以继续利用弱形式方程研究据色散背

景的光子晶体，计算研究其光子界面态的存在。 
我们研究的体系如图 5 所示。10 个周期的蜂巢光子晶体沿 y 方向排列。在 x 方向是周期边界，y 方

向边界为吸收边界。背景摆放了细金属线结构。光子晶体结构和金属线结构的参数和图 4 相同。在 y 方

向一边为 Bearded 边界，一边为 Zigzag 边界。在考虑了具负色散有效介电常数的情况下，我们在体光子

晶体能带之外(图 5(a)中黑色点)，还得到了局域在边界位置的界面态。图 5(a)红色为基于弱形式有效色散

介电常数得到的界面态能带，蓝色点为将背景设为 5.65ε = − 常数时计算得到的界面态。由于界面态色散

较平，此时介电常数变化不大，负常数计算界面态也能够定性证明界面态的存在。在波矢范围 ( )0,0.666 πa
范围，界面态局域在 Bearded 界面上，如图 5(b)所示为 6.58 GHzf = 时 Bearded 界面态的本征 
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(a)                                                      (b) 

Figure 5. (a) The calculated band diagrams with edge states; (b) The corresponding eigen field distribution of edge mode 
with bearded edge. 
图 5. (a) 色散有效介电常数背景下蜂巢结构的投影能带；(b) 10 个周期蜂巢光子晶体构成的原胞示意图及 bearded 界

面态的本征场图 
 
场图。这是空气背景光子晶体无法得到的[15]。在波矢范围 ( )0.666 π , πa a 是局域在 Zigzag 界面的界面

态。 
我们研究的金属细线背景，在实验上和课题组现有微波实验平台兼容，完全可以开展进一步的实验

研究对此类确定性界面态加以实验观测。 

4. 结论 

本文基于 COMSOL Multiphysics 中的弱形式求解模块，设计了一种由频率 f 求解本征波矢 k 的弱形

式求解光子晶体能带结构的算法，并通过计算具有狄拉克色散正方晶格光子晶体的等频率曲线以及负介

电常数背景材料光子石墨烯结构中存在的界面态对我们的方法加以验证。不同于传统光子晶体能带求解

方法，由波矢 k 求解频率 f，这种求解方式有多种优势，第一，可以快速针对指定频率范围求解出等频率

曲线。常用方法只能对整个布里渊区扫描，再通过后处理将特定频率提取出来，其计算量非常大，而且

无法计算材料含色散的等频率曲线。第二：这种方法能够计算色散光子晶体的体能带结构，由于输入量

是 f，这样在这个频率下色散材料的介电常数和磁导率是一个已知量，将常用方法中计算色散介质材料时

非线性本征值求解问题转化为线性本征值求解问题；第三，由于是基于 COMSOL 的弱形式模块求解，我

们只需写出相应麦克斯韦方程的弱形式，并将弱形式方程写入 COMSOL 便能自动进行有限元求解计算，

对编程要求非常低，且很容易扩展到类似的系统如声子晶体色散能带求解问题。这种方法为研究更复杂

光子晶体模型打造光学类比平台，提供了一种更为便捷的数值仿真手段。进一步的，考虑色散负背景光

子晶体体系和电子体系的相似性，利用紧束缚方法来描述，我们可以找到光子晶体中参数与紧束缚模型

参数间的一一对应关系，借助于弱形式方程求解方法，将电子体系中的大量研究在光子晶体负背景材料

平台上开展类比。 
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