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Abstract 
In this paper, we present a new method to find the plasmon in two dimensional rectangular atom-
ic clusters. Using this method, we can overcome the disadvantage that the results are easily af-
fected by the external field when we are looking for plasmon modes. In addition, the eigen-charge 
distributions of the plasmon is also provided, which can provide inspiration for plasmons excita-
tion. 
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摘  要 

本文提供了在矩形原子团簇中查找等离激元的新方法。利用此方法可以克服目前在寻找等离激元模式时，

结果易受外场影响的缺点。此外，本文还提供了等离激元的本征电荷分布。通过分析本征电荷分布，可

以为等离激元的激发方案提供启示。 
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1. 引言 

表面等离激元是局域在材料界面纳米尺度内的多电子激发，其有很强的局域场增强特点，能够突破

衍射极限，能通过改变其尺形状、周围环境、激发条件等对其共振频率进行调制。表面等离激元目前已

被广泛的应用于纳米激光器[1] [2]、纳米光刻[3] [4]、光学天线[5]、生物探测和传感技术[6]等领域。 
目前，在原子团簇中，等离激元的研究主要是借助系统对外界的各种响应(如：偶极响应、四极响应、

能量吸收谱)来查找原子团簇可维持的等离激元模式[7] [8] [9] [10]。然而，这种方法有一个明显的不足之

处，这就是所得结果会受到外加电场的影响，例如：在原子团簇中，等离激元的激发会受到外加电场及

方向的影响，一些等离激元会因没有被激发而不能被发现。这个时候，通过新的合适的方法来计算等离

激元是很有必要的。 
本文中，我们在自由电子气体模型下，基于线性响应理论，推导了等离激元振荡的本征方程，并通

过本征方程和电荷分布研究了系统可维持的等离激元模式。这个方法的优点是理论上可以找出系统的所

有等离激元模式。 

2. 等离激元的本征方程 

在自由电子气体模型下，二维矩形原子团簇(见图 1 所示)中电子的本征函数和本征能量可以分别写成 
 

 
Figure 1. Two dimensional rectangular atomic cluster model 
图 1. 二维矩形原子团簇模型 
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这里 a 代表虚拟晶格常数， xL a和 yL a 分别代表矩形原子团簇的长度和宽度，m 是电子的质量， 是普

朗特常数， 1,2,xn = ， 1,2,yn = 。 
根据线性响应理论，外界扰动在系统内所产生的电荷密度可以表示成： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 * *, 2 , dm nind
m n n m

mn m n

f E f E
e V

E E i
ρ ω ψ ψ ψ ψ ω

ω γ
−

′ ′ ′ ′=
− − −∑∫r r r r r r r           (3) 

其中， ( )nf E 是费米分布函数， ( )nψ r 是系统未受到扰动时电子的本征波函数， nE 是系统未受到扰动时

电子的本征能量。 ( )V ω′r , 是系统受到的扰动电势，其可以看做是由外加电势 ( )extV ω′r , 和诱导电势

( ),indV ω′r 两部分组成，即 

( ) ( ) ( ), ,ext indV V Vω ω ω′ ′ ′= +,r r r                               (4) 

将电荷密度的表达式(3)代入电荷密度和电势之间的关系式 
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可以得到： 
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这里， ( ) ( ) ( ) ( )* , dnm n mV Vω ψ ω ψ= ∫ r r r r 。(6)式两边同乘以 ( ) ( )*
n mψ ψ′ ′r r 并对整个原子团簇空间积分，则有 
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则(7)式可简写为： 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
ind ext

m n m n mn mn m n mn mn
mn mn

M V M Vδ ω ω ω ω′ ′ ′ ′ ′ ′ − = ∑ ∑                     (9) 

设外加电势 extV 为零，则 ( ) 0ext
mnV ω = ，可以得到诱导电势 ( )ind

mnV ω 的本征方程： 

( ) ( ), 0ind
m n m n mn mn

mn
M Vδ ω ω′ ′ ′ ′ − = ∑                            (10) 

等离激元的频率可通过令上式中的系数行列式为零而确定，即： 

( ) ( ),det 0m n m n mnG Mω δ ω′ ′ ′ ′ = − =                             (11) 

3. 等离激元的本征频率查找 

在实际计算中，由于电子存在散射，虚部 iγ (见 8 式)是不可能为零的，因为 0iγ = 表示电子在振荡过

程中不会受到阻尼，等离激元的寿命为无限大，这在实际中是不可能出现的。所以我们要取一个不为零

的 iγ ，以表示电子在振荡过程中有阻尼存在及等离激元寿命的有限性。这样，本征函数 ( )G ω 一般情况
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下都会是个复函数。在求等离激元的过程中既要保证本征函数的实部 ( )( )Re G ω 为零，又要保证本征函数

的虚部 ( )( )Im 0G ω ≈ 。正因如此， ( )( )Im 1 G ω 会在等离激元频率处显示一个有限峰，等离激元的频率

可以借此峰来寻找(如图 2 所示，这里 ( )( ) ( )( ) ( )( )( )Re Re Max ReG G Gω ω ω≡ 。 
 

 
Figure 2. Schematic diagram of searching for plasmon mode 
图 2. 等离激元模式查找示意图 

4. 等离激元的本征电荷分布 

当等离激元的本征频率被获得后，利用(3)式可获得等离激元的本征电荷分布。在图 3 中，我们展示

了原子团簇( 4, 4x yL L= = )中一些等离激元模式的本征电荷分布。在图 3 中，ω 是以 2 2 22 em aπ  为单位，

是， 0.2857 nma = 是金的晶格常数， em 代表电子的质量， ( ) ( ) ( )( ), , Max ,ind ind indρ ω ρ ω ρ ω≡r r r 。 
 

 
Figure 3. The eigen-charge distribution of plasmon 
图 3. 等离激元本征电荷分布 
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5. 小结 

本文主要做了如下工作：1) 推导了矩形原子团簇中等离激元的本征方程；2) 给出了利用本征方程获

得等离激元频率的方法，利用这种方法，在理论上可以找到系统所有的等离激元模式；3) 利用本征电荷

分布形象地展示了等离激元。后续工作，将利用获得的等离激元模式，绘制等离激元的色散图，并将其

与经典的色散图进行对比。 
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