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摘  要 

本文对物质二级相变中的熵情况进行研究，先介绍二级相变特征及二级相变中的熵情况，然后使用自旋

链模型计算模拟体系的von Neumann熵，揭示二级相变的机理，对深入理解二级相变的内在根源、二级

相变的特征具有重要意义。 
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Abstract 
The entropy in the second-order phase transition of matter is studied in this paper. Firstly, the 
characteristics of second order phase transition and entropy in second order phase transition are 
introduced. Then, the von Neumann entropy is calculated and simulated with the spin chain model 
to reveal the mechanism of the second-order phase transition. It is significant to understand 
deeply the internal origin of the second-order phase transition and the characteristics of the 
second-order phase transition. 
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1. 引言 

相变[1]是物理学的重要概念之一，源于统计物理，在凝聚态物理中备受关注。宏观上看，相变过程

是指物质从一种相转变为另一种相的物理过程，不涉及化学反应；微观上看，相变本质是系统对称性(序)
发生变化，合适的序参量能定量地反映相变过程中对称性的变化。相变是十分普遍的物理过程，在生产、

生活和科学技术的各个部门都有着广泛地涉及和应用。由爱伦费斯特理论[2]知相变有一、二级之分，本

文主要讨论二级相变，二级相变是指体系的熵和体积及化学势在相变时是连续的，但自由能的二级导数

不连续，并且物质的比热容 C，热膨胀系数 α 和压缩系数 κ 会发生改变。二级相变特征在改善无机材料

的使用性能、无机材料科学与工程研究等方面具有重要应用价值。熵也是一个重要概念，关于熵的研究

很多，如离子晶体中熵的性质[3]、基于信息熵的自适应高斯金字塔的 LSD 算法改进[4]等，熵在相变中

起着非常重要的作用，如利用部分熵的概念对经典热力学系统的相变与临界现象[5]进行研究、对系统部

分熵的测量，得到系统的临界信息可很好地量化系统的相变，为热力学相变的量化提供一个很好的方法。

本文主要讨论二级相变中的熵情况，由于正常超导与超导体直接转变[6]是一个二级相变的过程，在此过

程中熵的热力学行为发生变化，鉴于此，本文先切入介绍正常超导与超导体直接转变的熵情况，然后使

用自旋链模型模拟系统的 von Neumann 熵[7]情况，揭示相变的机理，对深入理解二级相变临界的根源和

物质二级相变的特征具有重要意义。 

2. 相关理论 

2.1. 二级相变特征 

二级相变时在相变点，两相的体积、焓和熵变化是连续的，称为连续相变，在相变点化学势及化学

势的一级偏导数连续，但二级偏导数不连续的相变。相变时没有热效应和熵变，但热膨胀系数，压缩系

数，比热容等化学势的二阶偏微分量发生突变。用数学表达定义二级相变形式为： 

1 2
1 2,

P P

S S
T T
µ µ∂ ∂

= =
∂ ∂

   
   
   

                              (1) 

1 2
1 2,

T T

V V
P P
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比热容系数、热膨胀系数、等温压缩系数为： 
2

1
2P

P

SC T
T T

µ∂∂ = ⋅ = − ∂ ∂ 
                               (4) 
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2.2. 二级相变中的熵情况 

二级相变是连续相变[8]，在相变点，两相的熵变化是连续的。二级相变中熵与温度的关系如图 1 所

示。二级相变显示化学势对温度的一次微分是连续的，转变的两侧斜率是相同的，但二次微分是不连续

的，化学势的连续斜率表示熵值在转变前后不变，相变时没有熵变。 
 

 
Figure 1. The relationship between the entropy and temperature in the second-order phase transition 
图 1. 二级相变中熵与温度的关系 
 

以正常超导与超导体转变为例进行分析，热力学特性函数中， ( ),U S V 、 ( ),H S P 、 ( ),F T V 、 ( ),G T P ，

熵偏导数的推导过程如下： 
由吉布斯函数 ( ),G G T P= ，其全微分为 

d d d
P T

G GG T P
T P
∂ ∂   = +   ∂ ∂   

                              (7) 

热力学的基本方程为G U TS PV= − + ，其全微分为 

d d dG S T V P= − +                                   (8) 

(8)式对比(7)式得： ,
P T

G GS V
T P
∂ ∂   − = =   ∂ ∂   

， 

考虑磁化效应之后，吉布斯函数全微分为 d d d dG S T V P M Hµ= − + − ， 

其熵对比得：
,P H

GS
T
∂ − =  ∂ 

；
,T H

GV
P
∂ =  ∂ 

                                               (9) 

当超导体达到临界磁场时，即 eH H=  (正常超导转变超导体)满足平衡条件为： 

( ) ( ) 2
0 0

1, ,0 , ,0
2n eG T P G T P VHµ− =                         (10) 

因此在 0 eT T< 的任何温度下处于超导态下的熵总是低于正常态下的熵。由于系统混乱程度的标志是

熵，所以与正常相比较，超导相是更加有序的状态。且在 00 eT T< < 的温区内，正常态和超导态的二相间

存在着熵差并且一定有极大值。在正常超导转变超导体满足平衡条件下(9)两边对 T 求导，并注意(8)中熵

的偏导数，得到常态与超导态的熵差为： 
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µ− = −                          (11) 

由熵可得出热容及相变潜热情况，根据热容
SC T
T
∂

=
∂

知常态与超导态热容差为： 

22

0 0 2
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e e
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H H
C C VT H

TT
µ

  − = − +  
   

                         (12) 

当 0 eT T= 时，在临界温度时热容没有变化。 
同样可知相变潜热为 

( )0 0
d
d

e
t eQ T

H
S

T
S TVHµ= − = −                             (13) 

在 0 eT T< 时，由超导向正常相变过程发生吸热，正常向超导相变过程发生放热，这是一级相变。但

当 0T → 时 0Q = ，无相变潜热，但有热容变化，因此在 0 eT T= 时，无相变潜热，有热容变化，属于二级

相变。 

3. 使用自旋链模型对二级相变中的熵情况进行模拟分析 

3.1. 一维自旋链模型的哈密顿量 

一维 XXZ 海森堡自旋开链模型的哈密顿量[9]为 ( )
1 1

1 1 1

1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
N N

i i i i i i
xxz x x x y y z z z

i i
H J S S S S J S S

− −
+ + +

− =

= + +∑ ∑ ，式中 N 为 

自旋链模型的格点数， xJ 、 yJ 、 zJ 为 x、y、z 方向格点自旋之间的相互作用参数，这里 x yJ J= ，令
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= ∑ ， ( )1xJ J x= − ， z xJ J= ，J 为耦合作用参数，参数 x

的取值为 0 到 1，则模型的哈密顿量有顺磁情形 ( ) ( )
ˆ

ˆ ˆ1 2 1xxz
xxx zz

H
x H x H

J
= − + − ，可见一维 XXZ 海森堡自

旋链模型的哈密顿量由 XXX 和 ZZ 模型的哈密顿量组合而成。 

3.2. N 格点自旋链模型的 von Neumann 熵 

定义
1

1 N

i
i

S S
N =

= ∑ ，Si 为自旋链中第 i 格点的 von Neumann 熵，S 为自旋链中 von Neumann 熵的平均 

值，N 为自旋链格点数。当 S 为零时，自旋链对应的态为纠缠态，当 S 不为零时为非纠缠态，在一定程

度上，von Neumann 熵体现体系的关联度。自旋链模型 von Neumann 熵值的获得方法是一维自旋开链中

位型[N, k]，在半填满情况下，利用 N 粒子中第 k 粒子的约化密度矩阵规律和 

( ) ( ) ( )2 2 2 2
2 2

1

1 log 1 log 1
N

i i i i
i

S C C C C
N =

 = − + − − ∑  (这里 i 的取值从 1 到 N，其中 iC 原本的意义为基态波函 

数按乘积态完备基展开的系数)得到体系的 von Neumann 熵(下文中用 sumc 表示)。 

3.3. 计算结果 

由自旋链模型中位型[11, 5]基态的 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 的变化情况表(表 1)可看出，顺磁

情况下，参数 x 在 0 0.5x≤ ≤ 时，系统的 von Neumann 熵 sumc 值从 0.9935、0.9937......0.9940 呈增加趋势，

参数 x在 0.5 1.0x≤ ≤ 时，系统的 von Neumann熵 sumc值从 0.9940、 0.9938......0.0呈减小趋势，参数 0.5x =

是系统 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 变化的拐点，当参数 1.0x = 时 von Neumann 熵值 sumc = 0；一维

自旋链 XXZ 海森堡模型的基态纠缠度(sumc)随参数 x 的变化如图 2 所示，图 2 中纵坐标 sumc 是系统的
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von Neumann 熵值，横坐标 x 是模型参数，由图 2 更可直观地看出，在顺磁情况下，系统的 von Neumann
熵值 sumc 先随模型参数 x( 0 0.5x≤ ≤ )增加而增加，当 0.5x = 时，出现拐点，接着 von Neumann 熵值 sumc
随 x 的增加( 0.5 1.0x< ≤ )而减小，在 1.0x = 时 von Neumann 熵值 sumc 减至 0。由自旋链模型中位型[11, 5]
基态的 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 的变化情况表和图 2 均准确地反映了顺磁情况下，自旋链模型中

位型[11, 5]基态的 von Neumann 熵值 sumc 随模型参数 x 的变化情况，参数 0.5x = 作为系统 von Neumann
熵(sumc)随参数 x 变化的拐点，验证了 3.1 中自旋链系统从 XXZ 模型变化到了 XXX 模型的切实转变(因
为参数 0.5x = 时，自旋链系统的哈密顿量从 XXZ 模型变化到了 XXX 模型的哈密顿量)；参数 1.0x = 时

von Neumann 熵值 sumc = 0，根据自旋链系统此时关联度变化找到系统的相变点。自旋链系统模型、von 
Neumann 熵的引入及计算结果很好地反映了系统的关联及相变情况。 
 
Table 1. The table of the change of the von Neumann entropy (sumc) of the ground state along with the change of the para-
meter x of [11, 5] in the spin chain model 
表 1. 自旋链模型中位型[11, 5]基态的 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 的变化情况表 

参数 x 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

sumc 0.9935 0.9937 0.9938 0.9939 0.99399 0.9940 0.9938 0.9936 0.110 0.099415 0.0 

 

 
Figure 2. The change of the ground state entanglement (sumc) of the spin-chain XXZ Heisenberg model along with the 
change of parameter x in one-dimensional 
图 2. 一维自旋链 XXZ 海森堡模型的基态纠缠度(sumc)随参数 x 的变化图 

3.4. 分析与结论 

综合 3.3中自旋链模型中位型[11, 5]基态的 von Neumann熵(sumc)随参数 x的变化情况表和图 2分析：

由自旋链模型中位型[11, 5]基态的 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 的变化情况表和图 2 均准确地反映了顺

磁情况下，自旋链模型中位型[11, 5]基态的 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 的变化情况。参数 0.5x = 是

系统 von Neumann 熵(sumc)随参数 x 变化的拐点，验证了 3.1 中自旋链系统的哈密顿量从 XXZ 模型变化

到了 XXX 模型的切实转变，很好地体现了自旋链系统从 XXZ 模型的关联度转换到了 XXX 模型的关联

度，朗道理论中高对称性相的所有对称操作下不变，这涉及序参量问题，根据热力学统计，序参量在相

变附近是连续变化的，但是其一阶导数却是不连续的。朗道理论中二级相变指的是序参量在临界点连续

变化的相变，对于任意一个二级相变，都有一个序参量在相变点处连续变化，序参量与关联度有关，本

文模拟中当模型控制参量 0 1.0x≤ < 时系统处于过渡的临界区，在该区顺磁系统的 von Neumann 熵值
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sumc 随模型控制参量 x 先增加后减少，没有量子相变的发生，此时系统通过自旋交换作用从无序自旋态

转化为无序自旋态，而在模型控制参量 1.0x = 时 von Neumann 熵值 sumc = 0，附近系统内部的关联度发

生变化，此时系统通过自旋交换作用从无序自旋态转化为有序自旋态，本文利用自旋链模型的 von 
Neumann 熵值 sumc 随模型参数 x 变化情况很好地描述了系统的序变、关联度及相变情况，可充分预测在

模型控制参量 1.0x = 附近系统内部的关联度发生了变化，此时系统的关联度为 0，是系统的相变点，体

系有相变。因为超导相变是更加有序的状态，由于正常超导与超导体直接转变是一个二级相变的过程，

在此过程中熵的热力学行为发生变化，本文介绍正常超导与超导体直接转变的熵情况，使用自旋链模型

模拟系统的 von Neumann 熵情况，讨论二级相变中的熵情况，揭示相变的机理，通过自旋链模型 von 
Neumann 熵的计算所体现的关联度、系统序变进行模拟，找到了相变点及发生相变的内在机制，很好的

反映了二级相变时如热容、体膨胀系数、等温压缩系数等物理量随温度有变化且不连续的原因。相变普

遍存在于自然界中，相变有相同之处，相变理论的主要任务是“求同存异”，在不同中找相似点，在相

同中寻找不同之处，进而概括相变最普遍最本质的规律。本文使用自旋链模型的 von Neumann 熵对二级

相变的特征及内在原因做解释，揭示相变的机理，对深入理解二级相变临界的根源和物质二级相变的特

征具有重要意义。 
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