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摘  要 

近年来，拓扑超导体的研究引起了人们极大的兴趣。特别是对于马约拉纳零能模(MZM)的研究，由于其

在拓扑量子计算机中有着重要应用。在本文中，我们研究了一个8 × 8 Bogoliubov-de Gennes哈密顿量

的系统，该系统具有粒子空穴对称性。我们介绍了该系统的拓扑相图，分析了系统表面束缚态的最低能

量与角动量之间的关系。此外，我们还分析了该系统在拓扑平庸和非平庸的情况下是否存在MZM，并求

解了相应的波函数。 
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Abstract 
In recent years, the research of topological superconductor has attracted tremendous interest, 
especially in Majorana zero mode (MZM) due to its significance application in topological quantum 
computer. In this work, we study of a system with 8 × 8 Bogoliubov-de Gennes Hamiltonian, the 
system has particle-hole symmetry, and we introduce the phase diagrams of this system. We have 
analyzed the relationship between the lowest energy and angular momentum of surface bound 
states. In addition, we have analyzed whether the system exists MZM in the case of topological tri-
vial and non-trivial, and have solved the corresponding wave function. 
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1. 引言 

在 1937 年，意大利物理学家马约拉纳提出了一种新粒子，叫做马约拉纳费米子。马约拉纳费米子是

一种特殊类型的费米子，其反粒子就是它本身[1]。马约拉纳零能模(MZM)也遵循描述马约拉纳费米子的

马约拉纳方程，但它不是一种基本粒子，而是凝聚态物理中的准粒子。MZM 具有三个基本特性：第一，

它服从非阿贝尔统计，在量子计算中有着潜在的应用[2] [3]。其次，MZM 具有非平庸的拓扑特性，它等

价于拓扑超导体的边缘态，并且 MZM 的出现伴随着非平庸的全局拓扑不变量。第三，它具有粒子–空

穴对称性，准粒子呈现电中性[4] [5] [6] [7]。由于 MZM 在物理学和量子计算机的应用中具有重要的意义，

因此人们在实验中对MZM的寻找付出了巨大的努力。起初，人们意识到在手性 p波超导体中可能有MZM
的存在[8] [9] [10] [11] [12]，但手性 p 波超导体在实验上却很难实现[13]。在 2008 年，Fu 和 Kane 提出在

拓扑绝缘体和 s 波超导体的界面上可能存在 MZM [14]。Fu 和 Kane 的工作启发了很多关于在实验中寻找

MZM 的研究[15]。近年来，人们研究了许多方案来寻找 MZM，包括在金属 Pb 上嵌入一维 Fe 原子链和

一维 Rashba 半导体线的实验[16] [17] [18] [19] [20]。已有实验在铁基超导体中发现了 MZM [21] [22] [23]，
并且在铁基超导体中也报道了手性马约拉纳边缘模的存在[24]。由此可见铁基超导体具有很大的研究价

值，这也是本文的主要出发点。 
本文的其余部分组织如下：在第 2 节中，我们介绍了模型的 8 × 8 Bogoliubov-de Gennes 哈密顿量。

在第 3 节中，我们介绍了该系统的拓扑相图[25]，并分析了系统最低束缚态能量与角动量的关系[26] [27]。
在第 4 节中，我们求解了系统在拓扑平庸和非平庸情况下的零能量解。最后一节是结论部分。 

2. 模型哈密顿量 

我们采用 Nambu 基 ( )T† † † †
1 1 2 2 1 1 2 2, , , , , , ,N ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ↑ ↓ ↑ ↓ ↑− ↓− ↑− ↓−Ψ = q q q q q q q q 来研究问题，这里的 1 和 2 

是层指标，分别表示顶部和底部的表面状态，↑和↓分别表示自旋向上和自旋向下的伪自旋状态， q 代表

动量。在动量空间中，该系统的 8 × 8 Bogoliubov-de Gennes 哈密顿量如下所示： 

( ) ( )
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†
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                       (3) 

这里的 λ 表示 Zeeman 项，µ 表示化学势，t 是底部和顶部表面态的耦合常数，∆是表面内的自旋单

态配对强度。 s∆ 和 t∆ 分别是表面间的自旋单态和自旋三重态配对强度。并且我们将费米速度 Fν 设成 1。

二维动量为 ( ),x yq q=q ，这里的 iσ 和 iχ 以及 ( ), ,i i x y zτ = 是 Pauli 矩阵，分别作用在自旋空间和表面空间

以及粒子空穴空间。哈密顿量(1)式具有粒子空穴对称性，即： ( ) ( )1Ch C h− = − −q q ，其中 0 0 xC σ χ τ= Κ ，

这里的 iτ 是作用在粒子空穴空间的 Pauli 矩阵，K 代表复共轭算符。(1)式还具有转置对称性，即：

( ) ( )1Ρ Ρh h− = −q q ，其中 0 0s x zσ χ τ∆ =Ρ ≡ Ρ = 。当 Zeeman 项 0λ = 时，(1)式还具有时间反演对称性，即：

( ) ( )1 *Τ Τh h− = −q q ，其中 0 0 0t yiσ χ τ∆ =Τ ≡ Τ = Κ，表示时间反演算符。除此之外，哈密顿量(1)式还有着关

于 xy 平面的镜像对称性，即： ( ) ( )1Μ Μh h− =q q ，其中 0 0Μ Μ
s z xiσ χ τ=∆ ≡ = − 。 

3. 拓扑相图和表面束缚态 

3.1. 拓扑相图 

对于正常态的哈密顿量 ( )0 4 4h
×

q ，同样有关于 xy 平面的镜像对称性 1Μ ，即： 

( ) ( )1
1 0 1 04 4 4 4Μ Μh h−

× ×
=q q  ，并且满足： 

1Μ z xiσ χ= − , 2
1Μ 1=                                   (4) 

镜像对称性 1Μ 能被一般化为 BdG 哈密顿量形式，定义如下： 

1
1 *

1

Μ 0
Μ

0 Μ±

 
=  ± 

                                   (5) 

我们用下面的幺正变换来对角化 1Μ − ， 

0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 11
1 0 1 0 0 0 0 02
0 0 0 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0

U−

 
 − 
 
 

− =  −
 
 
 −  
 

                         (6) 

即： 

( )1
1Μ , , , , , , ,U U diag i i i i i i i i−

− − − = − − − −                            (7) 

哈密顿量(1)式变为： 
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当Δ 0s = 时，哈密顿量(8)式可以块对角化为 1 2h h⊕ ， 
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拓扑相边界是由Γ点处的能隙所决定的，哈密顿量 1h 和 2h 在Γ点处的能隙分别如下： 

( ) ( )2 2
1 Δ ΔtG tκη κ λ η µ= + + + +                            (11) 

( ) ( )2 2
2 Δ ΔtG tκη κ λ η µ= − + − +                            (12) 

其中 ,κ η = ±。当 1 0G κη = ， 2 0G κη = 时，我们得到的拓扑相图如下， 
 

  
(a)                                      (b) 

Figure 1. Topological phase diagrams of (a) 1h , (b) 2h  in the -t µ∆  plane, we adopt this parameters: 
0λ = , 0s∆ = , 1∆ = , 0.5t =  

图 1. 1h 和 2h 的拓扑相图图(a)，(b) 在 -t µ∆ 坐标系中，我们采用这些参数： 0λ = ， 0s∆ = ， 1∆ = ，

0.5t =  
 

这里的 N 是陈数，当 0N = 时系统是拓扑平庸的，当 1N = ± 时系统是拓扑非平庸的。哈密顿量(1)的
拓扑相图是 1h 和 2h 的相图之和，所以由图 1 可得到哈密顿量(1)的拓扑相图如下： 
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Figure 2. Topological phase diagrams of h in the -t µ∆  plane, we adopt this parameters: 0λ = , 0s∆ = , 1∆ = , 0.5t =  
图 2. h 的拓扑相图在 -t µ∆ 坐标系中，我们采用这些参数： 0λ = ， 0s∆ = ， 1∆ = ， 0.5t =  
 

在接下来的讨论中，我们将利用图 2 来选取参数 µ 和 t∆ 。 

3.2. 表面束缚态 

在本章节中，我们将研究表面束缚态最低能量与角动量的关系。我们将在实空间中处理该问题，为 
了计算方便我们将采用极坐标系 ( ),r θ ，配对项可以写成 ( ) ( ) ( )0e tanh e,i i

t tr r rθ θξ∆ = ∆ ∆ = ∆ ，

( ) ei
s sr θ∆ = ∆ ，其中 0ξ 是相干长度，在下面的计算中我们取 0 1ξ = 。动量算符 x yq q iq± = ± 可以被写成： 

1eiq i
r r

θ

θ+
∂ ∂ = − + ∂ ∂ 

, 
1e iq i

r r
θ

θ
−

−
∂ ∂ = − − ∂ ∂ 

                      (13) 

并且满足： 

( )( ) ( ) ( )1
1e ei nin

n nq J r i J rθθ α α α+
+ +=                            (14) 

( )( ) ( ) ( )1
1e ei nin

n nq J r i J rθθ α α α−
− −= −                           (15) 

上式的 n 取整数代表角动量， ( )nJ r 是第一类 Bessel 函数。能量本征方程如下： 

( ), N Nh r Eθ Ψ = Ψ                                   (16) 

这里的 ( ),h r θ 是哈密顿量(1)式在实空间的形式，本征态 ( ) ( )( )T
, , , , ,N i iu n r v n rθ θΨ = 其中 

1, 2,3, 4i = ， ( ), ,iu n r θ 代表电子波函数， ( ), ,iv n r θ 代表空穴波函数，且都可以写成下列形式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 2 3 4, , e 1, , , ,e 1, , , ei n i i

iu n r u n r u n r u n r u n rθ θ θθ −= − −                (17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2
1 2 3 4, , e 1, e , , e ,,e , 1, ei n i i i i

iv n r v n r v n r v n r v n rθ θ θ θ θθ −= + +             (18) 

我们固定角动量 n，然后在每个子空间去求解能量本征方程(16)，将波函数分量 ( ),iu n r 和 ( ),iv n r ，

( 1, 2,3, 4i = )投影到半径为 R 的圆盘上，并用归一化的 Bessel 函数表示，那么 ( ),iu n r 和 ( ),iv n r 可以展开

成下列形式： 

( ) ( ), ,1, , ,N
i i k n kku n r c n rϕ α

=
= ∑                              (19) 

( ) ( ), ,1, , ,N
i i k n kkv n r c n rϕ α

=
′= ∑                              (20) 

这里的 ( ) ( )1

2, , k
k n

n k

r
n r J

RJ R
α

ϕ α
α+

 =  
 

，其中 kα 是 ( )nJ r 的第 k 个零点， , ,i k nc 和 , ,i k nc′ 是展开系数。 

通过这样做我们把求解能量本征方程(16)的问题变成了一个求解8 8N N× 的矩阵本征值问题，然后我们能

得到能量本征值 nE ，通过数值计算，最低本征能量 nE 与角动量 n 的关系如下： 
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(a)                               (b) 

Figure 3. Numerical calculate results (a) and (b). (a) We adopted topological non-trivial parameters as: 0λ = , 0s∆ = , 
1∆ = , 0.5t = , 0.45µ = , 1t∆ = . (b) We adopted topological trivial parameters as: 0λ = , 0s∆ = , 1∆ = , 0.5t = , 
0µ = , 0t∆ =  

图 3. 数值计算结果(a)和(b)。图(a)我们采用的是拓扑非平庸的参数： 0λ = ， 0s∆ = ， 1∆ = ， 0.5t = ， 0.45µ = ， 1t∆ = 。

图(b)我们采用的是拓扑平庸的参数： 0λ = ， 0s∆ = ， 1∆ = ， 0.5t = ， 0µ = ， 0t∆ =  

4. MZM 

在图 3(a)中我们注意到：当 0n = 时 0E = ，也就是说存在 MZM。而图 3(b)中，我们注意到：当 0n =

时 0E ≠ ，即不存在 MZM。为了更详细的讨论，接下来我们将求解波函数 ( ),iu n r 和 ( ),iv n r 。当 0E = 时，

方程(16)可化为 8 个微分方程构成的方程组，我们采用数值求解计算来处理该问题，得到的波函数如下： 
 

   
(a)                                      (b) 

   
(c)                                      (d) 

Figure 4. The wave function 2
1u , 2

2u , 2
3u , 2

4u , we adopted topological non-trivial parameters as: 0λ = , 0s∆ = , 

1∆ = , 0.5t = , 0.45µ = , 1t∆ = . Note that all wave functions are not normalized. And 2
1v , 2

2v , 2
3v , 2

4v  we can 
obtain by particle-hole symmetry 
图 4. 波函数

2
1u ，

2
2u ，

2
3u ，

2
4u 的图像，我们采用拓扑非平庸的参数： 0λ = ， 0s∆ = ， 1∆ = ， 0.5t = ， 0.45µ = ，

1t∆ = 。需要注意的是这里的波函数并未归一化，并且
2

1v ，
2

2v ，
2

3v ，
2

4v 我们可以通过粒子空穴对称性得到 
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(a)                                         (b) 

   
(c)                                       (d) 

Figure 5. The wave function 2
1u , 2

2u , 2
3u , 2

4u , we adopted topological trivial parameters as: 0λ = , 0s∆ = , 

1∆ = , 0.5t = , 0µ = , 0t∆ = . Note that all wave functions are not normalized. And 2
1v , 2

2v , 2
3v , 2

4v  we can 
obtain by particle-hole symmetry 
图 5. 波函数

2
1u ，

2
2u ，

2
3u ，

2
4u 的图像，我们采用拓扑平庸的参数： 0λ = ， 0s∆ = ， 1∆ = ， 0.5t = ， 0µ = ，

0t∆ = 。需要注意的是这里的波函数并未归一化，并且
2

1v ，
2

2v ，
2

3v ，
2

4v 我们可以通过粒子空穴对称性得到 

5. 结论 

在本文中，我们研究了一个具有 8 × 8 Bogoliubov-de Gennes 哈密顿量的系统，通过数值计算得到了

最低束缚态能量与角动量的关系，并且我们还求解了零能态的波函数。由图 3(a)和图 4我们可以确定MZM
存在于涡核附近，由图 3(b)和图 5 我们可以确定在拓扑非平庸时，涡核附近不存在 MZM，并且在远离涡

核的地方波函数极度发散。因此，我们可以确定在拓扑非平庸的情况下，涡核附近存在 MZM，平庸的情

况则没有，并且最低束缚态能量与角动量成线性关系。 
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