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Abstract 
Random signal by the linear system is an important content in the teaching of random signal anal-
ysis. Random signal by the linear system involves linear system theory and time frequency domain 
analysis theory of signal, which lead students to understand and grasp the contents of this part 
uneasily. In this paper, the linear time invariant system and the narrow band system are intro-
duced firstly, and then the signal of the linear system is analyzed respectively from the time do-
main and the frequency domain. The white noise is also analyzed by linear system. Finally, de-
signing examples and experiments make students know how to use the content of this part. This 
article has some guidance to the teaching of random signal by the linear system and can help stu-
dents to better understand and apply. 
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摘  要 

随机信号通过线性系统是随机信号分析教学中的重要内容。由于随机信号通过线性系统涉及到线性系统

理论以及信号的时频域分析理论，从而导致学生对该部分内容较难以理解和掌握。本文首先介绍线性时

不变系统和窄带系统，然后分别从时域和频域对经过线性系统的信号进行分析，并分析了白噪声经过线

性系统，最后通过设计实例和实验让学生们对该部分的内容加以应用。文章对于随机信号通过线性系统

的教学有一定的指导作用，并且有助于学生更好地理解和工程应用。 
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1. 引言 

随机信号通过线性系统是“随机信号分析”课程教学中的重要部分[1]，并对于工程应用中随机信号

通过线性系统[2] [3]有着重要的指导意义。 
关于随机信号通过线性系统的教学，重点在于理解线性系统的定义和随机信号通过线性系统的时频

域分析、掌握信号和噪声经过线性系统或窄带系统的运用。在理论教学和实验教学中，学生普遍反映随

机信号通过窄带系统是难以掌握和应用的。因此，笔者认为，在随机信号通过线性系统的内容教学中不

能脱离实际的工程应用背景，并根据以往的教学和科研经验，展开对“随机信号分析”课程中随机信号

以及白噪声通过线性系统进行研讨。 

2. 线性系统 

2.1. 线性时不变系统 

我们以确定性信号为例来说明线性系统，这里输入 ( )x t 和输出(响应) ( )y t 均是确定性信号。线性系

统如图 1 所示，其输出 ( )y t 与输入 ( )x t 之间的关系可表示为： 

( ) ( )y t L x t=                                         (1) 

式中符号 [ ]L • 是对输入信号 ( )x t 进行某种运算的标志，称作算子。 
若对于任意常数 a 和 b ，输入信号 ( )1x t 和 ( )2x t ，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2L ax t bx t aL x t bL x t+ = +                                    (2) 

则称系统为线性系统。线性系统满足齐次性和可加性原理。若输入 ( )x t 时移 c段时间，输出 ( )y t 也只引

起一个相同的时移，即 

( ) ( )y t c L x t c− = −                                     (3) 

则称此系统为时不变系统。满足式(2)和式(3)的系统称作线性时不变系统[4]。 

2.2. 窄带系统 

在无线通信中，基带信号需要调制到一个载频上才能发射出去，通常这种已调信号的带宽远远小于

载波频率，这种信号称为窄带信号，多数无线电接收机接收并处理的信号几乎都是窄带信号。因此研究

窄带信号和窄带系统[5]是十分有意义的。 
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Figure 1. Linear system 
图 1. 线性系统 

 
若实平稳过程 ( )X t 的功率谱密度满足 

( ) ( ) 0 0

0
X c c

X

S
S

ω ω ω ω ω ω
ω

 − ≤ ≤ += 
 其他

                         (4) 

且 0cω ω ，称 ( )X t 为高频窄带随机过程，简称窄带随机过程，图 2 为其功率谱密度。 
窄带随机过程有两种表达形式，一种为实窄带随机过程的莱斯表达式，可表示为： 

( ) ( ) ( )0 0cos sinX t a t t b t tω ω= −                               (5) 

其中， ( ) ( ) ( )0 0
ˆcos sina t X t t X t tω ω= + ， ( ) ( ) ( )0 0

ˆsin cosb t X t t X t tω ω= − + ， ( )X̂ t 是 ( )X t 的希尔伯特变

换。另外一种是窄带实随机过程的准正弦振荡表达式，表示为： 

( ) ( ) ( )0cosX t A t t tω ϕ= +                                   (6) 

其中， ( ) ( ) ( )2 2A t a t b t= + ， ( )A t 是窄带过程的包络， ( ) ( )
( )

arctg
b t

t
a t

ϕ = ， ( )tϕ 是窄带过程的相位。 

3. 随机信号通过线性系统 

随机信号通过线性系统所采用的分析方法有两种：时域的卷积积分分析法和频域分析法[6]。 

3.1. 时域分析法 

1) 系统输出的均值 

( ) ( ) ( )Y Xm t m t h t= ∗                                   (7) 

若 ( )X t 为平稳随机过程，则 

( )
0

dY Xm m h τ τ
∞

= ∫                                    (8) 

2) 系统输入与输出之间的互相关函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 2 1 2 1 2 1, , , , ,XY X YX XR t t R t t h t R t t R t t h t= ∗ = ∗                   (9) 

3) 系统输出的自相关函数 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2, ,Y XR t t E Y t Y t h t h t R t t= = ∗ ∗                       (10) 

如果 ( )X t 为平稳随机过程，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y X XY YXR R h h R h R hτ τ τ τ τ τ τ τ= ∗ ∗ − = ∗ − = ∗                (11) 

4) 系统输出的高阶距 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2n n nE Y t Y t Y t E X t X t X t h t h t h t   = ∗ ∗ ∗ ∗                (12) 

5) 系统输出的平稳性和遍历性 
若输入 ( )X t 是宽平稳的，则系统输出 ( )Y t 也是宽平稳的，且输入与输出联合宽平稳；若输入 ( )X t 是 

L[.]
( )x t ( )y t
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Figure 2. Power spectral density of narrow band random process 
图 2. 窄带随机过程的功率谱密度 

 
严平稳的，则输出 ( )Y t 也是严平稳的；若输入 ( )X t 是宽遍历性的，则输出 ( )Y t 也是宽遍历性的，且联

合遍历。 

3.2. 频域分析法 

假定系统处于稳态，输入信号 ( )X t 是平稳随机信号，则输出 ( )Y t 也是宽平稳的，且 ( )Y t 与 ( )X t 是

联合平稳的，则有： 
1) 系统输出的均值 

( ) ( ) ( )00
d 0Y X X Xm m h m H m Hωτ τ ω

∞

== = =∫                        (13) 

2) 系统输出的功率谱密度  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
Y X XS S H H S Hω ω ω ω ω ω= − =                       (14) 

用复频率 s jσ ω= + 表示，有： 

( ) ( ) ( ) ( )Y XS s S s H s H s= −                               (15) 

3) 系统输入与输出间互谱密度 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),XY X YX XS S H S S Hω ω ω ω ω ω= = −                      (16) 

显然有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y XY YXS S H S Hω ω ω ω ω= − =                          (17) 

或 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )Y XY YXS s S s H s S s H s= − =                           (18) 

3.3. 线性系统输出的概率分布 

线性系统输入是一个随机信号，它的输出也是随机信号，因此具有一定的分布，通常情况，难以确

定一个线性系统输出的分布。但在下述两种情况下，线性系统的输出为高斯分布： 
1) 线性系统输入为高斯过程，则输出也是高斯过程； 
2) 若输入为非高斯过程，其等效噪声带宽远大于系统带宽，则系统输出近似高斯过程。 
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4. 白噪声通过线性系统 

设连续线性系统的传递函数为 ( )H ω 或 ( )H s ，其输入白噪声功率谱密度为 ( ) 0 2XS Nω = ，那么系

统输出的功率谱密度为[7]： 

( ) ( ) 2 0

2Y
NS Hω ω=                                  (19) 

或物理谱密度为： 

( ) ( ) ( )2
0 0YG H Nω ω ω= >                              (20) 

输出自相关函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0
0

e d d
4π 2

j
Y

N NR H h u h u uωττ ω ω τ
∞ ∞

−∞
= = +∫ ∫                    (21) 

输出平均功率为： 

( ) ( ) 22 0
0

d
2π
NE Y t H ω ω

∞
  =  ∫                              (22) 

在上述的线性系统、随机信号通过线性系统以及白噪声通过线性系统之后，同学们可以综合所学的

知识，思考如下的实例，以更好地理解和掌握概念及性质，从而进一步的应用。 
实例：在如图 3(a)所示的系统中，零均值的平稳随机信号 ( )S t 的功率谱密度 ( )SS ω 如图 3(b)所示，

( )N t 为一个均值为 0，双边功率谱密度为 0 2N 的高斯白噪声，其中 0N 为常数，窄带带通滤波器的系统

传递函数如图 3(c)所示，其中W (rad/s)为窄带带通滤波器的带宽，并且 0 Wω  ， 0ω 和W 均为常数， ( )S t
与 ( )N t 相互独立，则系统输出 ( )Y t 的功率谱如何求得？ 
 

    
(a) 系统框图                               (b) ( )S t 的功率谱密度 ( )SS ω  

 
(c) 窄带带通滤波器的系统传递函数 

Figure 3. Instance graph 
图 3. 实例图 
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5. 通过线性系统的设计实验 

在此，给出一个通过线性系统的实验，通过该实验使学生掌握随机信号和噪声通过线性系统的特性

及性质，以便于学生能够学以致用。 
实验的参数设置为：输入信号为方波信号 ( ) ( )x t n t+ ，其方波的基频为 1000 Hz， ( )n t 为高斯分布的

白噪声，其中输入方波信号的时频域波形图如图 4 所示， ( )n t 的时频域图如图 5 所示，输入信号通过如

图 6 所示的串并系统，其中 1h 、 3h 是线性系统， 2h 是非线性系统， 1h 系统要求设计成滤波器，输入信号

经 1h 后输出为 1 Khz 正弦信号； 3h 系统要求设计成滤波器，输入信号经 3h 后输出为 3 KHz 正弦信号； 2h
系统要求设计成平方律器件，输出信号 ( )y t 的频率为 3 个频率成分的叠加，即 1 KHz、2 KHz、3 KHz。
自选 MATLAB 或 C/C++仿真软件之一编程和仿真。滤波器的结构及参数和所涉及到的采样频率取值根

据滤波器在这里所起的作用、输入信号本身的特点来确定，因此这里不作规定。 
通过编写仿真程序并正确地运行程序，并用波形图来表示出仿真的结果，分析 ( )n t 的均值、均方值、

方差，自相关函数、概率密度、频谱及功率谱密度；测试滤波器的频率特性并画出频率特性曲线，以验

证是否符合要求，其中输出信号 ( )y t 的时频域波形图如图 7 所示。 
 

    
(a) 输入信号时域波形图                                 (b) 输入信号频域波形图 

Figure 4. Time frequency domain oscillogram of input signal 
图 4. 输入信号的时频域波形图 

 

    
(a) 白噪声信号时域波形图                              (b) 白噪声信号频域波形图 

Figure 5. Time frequency domain oscillogram of Gaussian white noise 
图 5. 高斯白噪声的时频域波形图 
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Figure 6. Principle block diagram of series parallel systems 
图 6. 串并系统的原理框图 

 

    
(a) 信号时域波形图                                (b) 输出信号频域波形图 

Figure 7. Time frequency domain oscillogram of output signal 
图 7. 输出信号的时频域波形图 
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