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Abstract 
The introduction of complex number for people to solve the problems in real number field and 
other disciplines offers many new methods, and provides a new way of thinking and convenience 
in the field of non-complex problem. In the complex teaching, we can develop the students’ ability 
of divergent thinking, reverse thinking and analogy thinking, and all these abilities contribute to 
the formation of students’ innovation ability. 
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摘  要 

复数的引入为人们解决实数域和其他学科提供了许多新的途径，为解决非复领域上的问题提供了全新的

思路与方便。在复变函数教学中，培养学生的发散性思维能力、逆向性思维能力、类比性思维能力有助
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于学生创新能力的形成。 
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1. 引言 

复变函数经过长期的发展，已经形成完美的理论和精湛的技巧，已成为一门重要的学科。复数在很

多运算中都有着不可思议的性质和规律，它在解决某些工程中的问题是很好的工具。比如：复数在场论

获得了广泛的应用，主要是与时谐或正弦信号性关联。物理方面解析函数表示无源、无旋向量场。物理

中的相位因子完全属于复数域，薛定谔提出的微观粒子波函数，就是复函数及波动方程，复函数的相位

因子则表示粒子与粒子之间的波动性相互作用。复变函数在数学领域的许多分支也都得到应用，它已经

深入到微分方程、概率论和数论等学科[1] [2]。创新能力在科技日新月异发展的今天，已成为核心竞争力，

大学生创新能力的培养，更是在国家创新人才体系中占有重要地位。所以作为基础的大学数学类课程的

教学中，更应该注重学生创新能力的培养。在复变函数的教学中，通过例题的讲解，可以培养学生的发

散性思维、逆向思维和类比思维，从而达到培养学生的善于思考、善于发现的创新学习能力。 

2. 利用复数的运算巧解题目，培养学生的发散思维能力   

在复数域内，欧拉公式把指数和三角函数紧密相连，在数学方面打开了新的视野。复数具有模与幅

角，复数的运算也是关于模与幅角的运算,有关模和角度的运算就很灵活，是很多代数运算所没有的[3] [4]。
复数使原来很麻烦的三角证明，在引入复数证明以后很简单明了。一些有关角度变化的简单题目，引入

复数进行运算，既可以帮助学生熟悉复数的运算，也可以引导学生进行一题多解，培养学生的发散性思

维。发散思维也称为求异思维，它是一种重要的创造性思维，用“一题多解”，“一题多变”等方式，

发散式地思考问题。现在我们看以下例题： 
例 1、已知 1 3, 2z i z i= = + 为正四边形的两个顶点，求另两个顶点。 

解：已知 3 1z z− 与 2 1z z− 夹角为
π
4
，模为

2
2

倍 

根据复数的乘积运算可得： ( )
π
4

3 1 3 1
2 e

2
i

z z z z− = −   

( )
π
4

4 1 3 12e
i

z z z z
−

− = −  

 

 
 

解得： 2 41 2 , 1z i z= + =  
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例 2、证明三角函数中的和角公式和差角公式 

( )
( )

cos cos cos sin sin

sin sin cos cos sin

α β α β α β

α β α β α β

+ = −

+ = +
 

证明：由欧拉公式，

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

cos sin

e e e cos sin cos sin

cos cos sin sin sin cos cos sin

i i i

i

i i

i

α β α β

α β α β

α α β β

α β α β α β α β

+

+ + +

= = = + +

= − + +

 

等式两端实部与虚部相等，就可得到证明。 
以上例题比较简单学生利用高中所学知识就可以求解，但是学习复数以后，引导学员利用复数求解，

把以前的知识，转化成复数的形式可以简单求解。培养学生利用欧拉公式，使三角函数和指数函数之间

自由转换，从而打开新的解题思路。并且复数的相等就是实部与虚部的分别相等，这也给出了证明等式

一种新的方法。学习复数之后，让学生通过发散性思维，用最简洁和最美妙的方法解出以前学习过的题

目，使学生有豁然开朗，眼前一亮的感觉，从而激发学生学习兴趣，以更高的积极性和热情投入到复变

函数学习当中，才能够利用复变函数创造性地分析问题、解决问题。 

3. 利用留数进行积分计算，培养学生的逆向思维能力 

积分计算是在高等数学就已经学习过，求解积分的方法也有很多种。通常，一个积分题目学生会按

照常规的方法进行求解，但是一些特殊的积分，常规方法并不能解出积分或者不能很简单明了地解出积

分。用留数来计算定积分，是特别有效的措施，特别是被积函数的原函数不易求得时，更显得有用。即

使寻常的方法可用，如果用留数，也常常感到很方便。在应用留数解积分题目，要求是沿封闭路线的积

分，经常用到的方法是围道积分法。围道积分法是寻找合适的函数 ( )F z 和找出合适的函数来连接曲线的

两端，从而构成一条封闭的积分路线。在寻找合适的函数 ( )F z 时，通常会有些困难，从而使围道积分法

具有局限性，这时用逆向思维可使问题迎刃而解。逆向思维是相对于习惯性思维的另一种思维形式，它

是在解决问题时“反其道而行之”，从反的方向让思维展开，从问题的另一面深入地进行思考与探索。

逆向思维对开阔思路、解决难题、开创新的方向，往往能起到积极的作用。下面两例就是用逆向思维， 
寻找合适的函数 ( )F z  [5] [6]。 

例 3、求积分 ( )π cos
0

e cos sin dθ θ θ∫  

解：根据柯西积分公式知：
1

e d 2π
z

z

z i
z=

=∫ ，令 e , π πiz r θ θ= − < < ，这里 1z r= = ， 

就有：

( ) ( )

eπ π πe cos sin
π π π

1

π πcos cos
0 π

e e ed d e d e d
e

2 e cos sin d e sin sin d

i
i

z r i
i

i
z

irz i i
z r

i

θ
θ

θ
θ θ

θ

θ θ

θ θ θ

θ θ θ θ

+

− − −
=

−

= = =

= −

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫



 

因为
1

e d 2π
z

z

z i
z=

=∫ 比较两式得 ( )π cos
0

e cos sin d 2πθ θ θ =∫  

例 4、证明：Fresnel(菲涅尔)积分 

2 2
0 0

1 πsin d cos d
2 2

x x x x
∞ ∞

= =∫ ∫  

解：设 ( ) 2
eizf z = ， e cos sini iθ θ θ= + ，当 z x= 时有

2 2 2e cos sinix x i x= +  
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取如下图所示的积分区域  
 

 
 

( )f z 在区域内解析，根据柯西古萨定理得： 

2
e d 0iz

C

z =∫ ，具体是
2 2 2

e d e d e d 0
R

ix iz iz
oA C Bo

x z z+ + =∫ ∫ ∫  

1. 把积分分成三部分分别进行计算 

2. 
2 2

0
e d e d

Rix ix
oA

x x=∫ ∫  

2 2 2 2 2sin 2
π π

e sin 24 4
0 0

e d e d e e d
i

R

iz iR iR R i
C

z x iR
θ θθ θ θ−= =∫ ∫ ∫  

( )
2

2 2sin 2 2 2
4π π π

sin 2 sin 2 π4 4 4
0 0 0

πe e d e d e d 1 e
4

RiR R i R RiR R
R

θ θθ θ θθ θ θ
−− − −≤ ≤ = −∫ ∫ ∫  

得 
2

lim e d 0
R

iz
CR

z
→∞

=∫  

3. 
2

e diz

Bo

z∫  

令 4e
i

z r
π

= ，
π
4d e d

i
z r=  

于是有

2 2 2
π π

0
4 4

0
e d e e d e e d

π 1 1 1 π 1 π
2 2 2 2 22 2

i i Riz iR r
R

Bo

z r r

i i

−= = −

  = − + = − +       

∫ ∫ ∫
 

因为
2 2

e d e dix iz
oA Bo

x z= −∫ ∫  

既得：
2 2 2

0 0 0

1 π 1 πe d cos d sin d
2 2 2 2

ix x x x i x x i
∞ ∞ ∞  

= + = +  
 

∫ ∫ ∫  

由等式两边实部与虚部分别相等得： 

2 2
0 0

1 πsin d cos d
2 2

x x x x
∞ ∞

= =∫ ∫  

原题得证。 
这两个积分用正常的积分方法进行计算比较麻烦，首先利用逆向思维，给出已知的积分公式的结果，

然后进行转化，使实积分变为复积分，再构造封闭曲线，寻找合适的 ( )F z ，最后利用复数的相等，就可

等到所求。在解题中，逆向思维有利于克服思维定势的保守性，它对找到解决问题的新方法、新思路具

有很好的效果，这对培养学生的创造性思维具有很好的促进作用。 
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4. 利用知识点的相同，培养学生的类比思维能力 

复变函数在分析结构上几乎与微积分相同，复变函数中的函数的极限、函数的连续、对函数求导数、

函数的微分、积分、级数等都是从高等数学实函数中模仿出来，逐渐发展的，所以概念具有很多的共性。

在复变函数教学中将概念、定理、问题的处理同高等数学的概念、定理、处理问题方法进行类比，一方

面可以帮助学生建构新的知识体系，另一方面也能使学生明白两者之间的不同，更为清晰的理解复变函

数。比如复变初等函数是一元实变初等函数在复数范围内的推广，它既保持了后者的一些基本性质，又

与后者有不同的特性。正是由于这些不同的特性，才使得复变函数在工程上有许多应用。复变函数的中

数列和级数的收敛定义与实数域内数列和级数的收敛定义完全类似，幂级数的概念、运算和性质也与实

数域内的类似。有些函数在实数域内进行泰勒级数展开时比较麻烦，但是在复数域内可以利用复数的性

质，并运用一些技巧进行展开。比如： 
例 5、将函数 ( ) e sinzf z z=  在 0z =  处展开成幂级数 

解：因为 ( ) ( )
π
41 2 ee cos sin e e e e

i
i zz z iz zz i z ++ = = = 展开成幂级数可得 

( )
π
4π

4

2

2 e
1 2e ,

!

nn i n
i

n

z
z z

n

∞

=

+ + < +∞∑   

同理，有 ( ) ( )
π
41 2 ee cos sin e e e e

i
i zz z iz zz i z

−
−−− = = =  

展开成幂级数可得 

( )
π
4π

4

2

2 e
1 2e ,

!

nn i n
i

n

z
z z

n

−
∞−

=

+ + < +∞∑  

将上述两式相减除以 2i 得， 

( )
( )

1

π2 sin
4e sin ,

!

n

z n

n

n

f z z z z
n

∞

=

= = < ∞∑  

在解题中也可以直接展开再进行相乘，但是整理的时候比较麻烦，所以先把 ( )e cos sinz z i z+ 化成
π
42 ee

i
z 再利用以前所学级数的展开对其进行类比展开，同样方法把 ( )e cos sinz z i z− 也进行展开，然后就 

可简单求得 e sinz z 的泰勒级数展开。著名日本物理学家、诺贝尔奖获得者汤川秀澍指出：“类比是一种

创造性思维的形式”。在学习过程中，将复变函数新内容与学生已经熟悉的高等数学知识进行类比，不

但易于接受、理解、掌握新知识，更重要的是：培养、锻炼了学生的类比思维能力，有利于开发学生的

创造思维能力；并且学生们知识结构掌握的更加牢固，对两门课程的理解更加深入，有利于培养学生自

主探索和创新的能力。 
文章通过几个复变函数教学中的例子，说明复数的引入给解决数学问题提供了一种新的方式。复变

函数的教学不应该只是知识的传授，还应该是数学思维的培养。在教学中通过恰当取例，对例题的讲解

和分析，可培养学生发散性思维能力、逆向思维能力、类比思维能力。通过这三种思维能力的培养，让

学生体会到复变函数的深刻思维和丰富的智慧，以培养学生的创新能力，从而达到素质教育的目的。 
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