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Abstract 
Min-max problem model is a classical optimization model, as well as a way to solve multi objective 
programming, so it plays an important role in optimization method. By a simple example, 
min-max problem can be combined with multi objective programming and single objective pro-
gramming, which would be useful for students to get an in-depth understanding of the content. 
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摘  要 

极小极大问题模型既是一类优化模型，也是求解多目标优化的一种方法，在最优化算法中有着重要地位。

在教学中，我们通过简单实例将极小极大问题、多目标优化和单目标优化三者有机结合在一起，对学生

深入理解相关内容有积极作用。 
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1. 引言 

最优化算法是我校数学系数学与应用数学专业和信息与计算科学专业的一门专业课。这门课包括线

性规划、非线性规划、多目标规划和现代智能算法等内容[1] [2]。在非线性规划中，极小极大问题是一类

优化模型[3] [4]，它的目标函数一般形式为 

( )min max ix i
f x . 

例如经典的 Sylvester 问题(第 4 页，[1])，是求覆盖平面上 m 个点的最大圆盘。我们设这 m 个点为 
( )1, 2, ,ip i m=  ，平面上任一点 x 到各点的距离则分别为 ( )1,2, ,ix p i m− =  。若以 ( )f x 表示 x 到 m

个点 ip 的最大距离，即 ( )
1
max ii m

f x x p
≤ ≤

= − ，则以 x 为圆心，以 ( )f x 为半径的圆盘能覆盖这 m 个点。于 

是问题转化求解 

( )
2 2 1

min min max ii mx R x R
f x x p

≤ ≤∈ ∈
= − , 

这是一个无约束的极小极大问题。 
对于多目标规划[5]，在决策时采取稳妥的保守策略，即在最坏的情况下，寻求最好的结果。按照此 

策略，可以构造评价函数 ( )
1
max ii p

z zϕ
≤ ≤

= ，然后求解 

( ) ( )
1

min min max ix D x D i p
f x f xϕ

∈ ∈ ≤ ≤
=   . 

极小极大问题涉及非线性规划和多目标规划两部分内容，对于学生来说，透彻理解该问题是非常有

益的。问题本身相对抽象，直接套用 Matlab 优化工具箱中的 fminimax 命令却能直接得出结果，所以学

这部分内容时容易囫囵吞枣，做不到融会贯通。因此在最优化算法教学中，非常有必要给出容易理解且

印象深刻的极小极大问题，于是我们设计了如下的植树问题。 
植树问题：某班有男同学 30 人，女同学 20 人，星期天准备去植树。根据经验，一天中，男同学平

均每人挖坑 20 个，或栽树 30 棵，或给 25 棵树浇水，女同学平均每人挖坑 10 个，或栽树 20 棵，或给

15 棵树浇水。问应怎样安排，才能使植树(包括挖坑、栽树、浇水)最多？ 

2. 模型建立 

2.1. 多目标规划模型 

在该植树问题中，假设男同学中有 1x 人挖坑， 2x 人栽树， 3x 人浇水，女同学中有 4x 人挖坑， 5x 人

栽树， 6x 人浇水。按照规则，挖坑、栽树和浇水三个步骤都完成才表示成功植树 1 棵，所以我们可以把

每个步骤单独看成一个目标，即植树问题转化为一个三目标的多目标问题，目标函数是 
( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,f x f x f x f x= ，其中第一个目标是挖坑 

( )1 1 420 10f x x x= + , 

第二个目标是栽树 
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( )2 2 530 20f x x x= + , 

第三个目标是浇水 

( )3 3 625 15f x x x= + , 

接着我们给出必须要满足的约束条件，包括男同学的人数约束 

1 2 3 30x x x+ + ≤ , 

女同学的人数约束 

4 5 6 20x x x+ + ≤ , 

其中 1 2 3 4 5 6, , , , ,x x x x x x 都为整数。 
我们希望这三个目标的每一个都是越大越好，这样才可以植树最多，并考虑到挖坑和栽树都要比浇

水多，可得如下模型 
模型一(多目标规划模型) 

1 4

2 5

3 6

max 20 10
max 30 20
max 25 15

x x
x x
x x

+
+

+
 

               

3 6 1 4

3 6 2 5

1 2 3

4 5 6

1 2 3 4 5 6

s.t. 25 15 20 10 ,
25 15 30 20 ,

30,
20,

, , , , ,

x x x x
x x x x

x x x
x x x

x x x x x x

+ ≤ +

+ ≤ +

+ + ≤

+ + ≤

其中 都为整数

 

2.2. 极小极大问题模型 

在模型一中，原问题的答案(最多植树的数目)实际上等于第三个目标浇水的最大值，因为只要浇上水

说明前面挖坑和栽树两个步骤已经完成了，那么树也植好了。在模型一约束条件中，我们考虑挖坑和栽

树都要比浇水多，这表明三个目标之间是有联系，这时我们想到只要找到三个目标的最大值中的最小值，

那么它就是满足挖坑、栽树和浇水三个步骤都完成的数量，从而原问题转化为求解如下的极小极大问题。 
模型二(极小极大问题模型) 

( )
1 3

1 2 3

4 5 6

1 2 3 4 5 6

min max

s.t. 30,
20,

, , , , ,

ii
f x

x x x
x x x

x x x x x x

≤ ≤

+ + ≤

+ + ≤

其中 都为整数

 

3. 模型的求解 

极小极大问题通常可以使用 Matlab 优化工具箱中的 fminimax 命令进行求解， 但是通过查阅 Matlab
帮助文档，fminimax 命令能够解决的极小极大问题是有限制的，见图 1。 

模型二的约束条件含有整数约束，不属于 fminimax能够求解的极小极大问题类型，所以此时 fminimax
命令无法使用。考虑到植树包括挖坑、栽树和浇水三个阶段，不妨给它们定一个共同的下界 s，只要让 s
能取得最大值就能解决原问题。由于挖的坑、栽的树和浇的水都比 s 多，我们得到如下单目标优化问题。 
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Figure 1. The type of min-max problem which can be solved by fminimax 
图 1. 能够使用 fminimax 求解的极小极大问题类型 

 

模型三(单目标最大值问题模型) 

1 4

2 5

3 6

max
s.t. 20 10 ,

30 20 ,
25 15 ,

s
x x s
x x s
x x s

+ ≥
+ ≥

+ ≥

 

                 
1 2 3

4 5 6

1 2 3 4 5 6

30,
20,

, , , , ,

x x x
x x x

x x x x x x

+ + ≤

+ + ≤

其中 都为整数

 

我们使用 Lingo 软件编程见图 2。 
 

 
Figure 2. The code of the model 3 
图 2. 模型三的程序 

 
得到结果见图 3。 

 

 
Figure 3. The result of the model 3 
图 3. 模型三的结果 
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我们得到的结果是最多种植 345 棵树，此时男同学中 17 人挖坑，1 人栽树，12 人浇水，女同学中 1
人挖坑，16 人栽树，3 人浇水。 

4. 结果的验证和分析 

4.1. 结果的验证 

极小极大问题和极大极小问题是可以如下相互转化的 

( ) ( )( )min max max mini ix ii x
f x f x= − − , 

我们将模型二改写成如下等价的极大极小问题 
模型四(极大极小问题模型) 

( )( )
1 3

1 2 3

4 5 6

1 2 3 4 5 6

max min

s.t. 30
20

, , , , ,

ii
f x

x x x
x x x
x x x x x x

≤ ≤
− −

+ + ≤

+ + ≤

都为整数

 

但是同样由于约束条件中有整数约束，Matlab 优化工具箱中的 fminimax 命令无法使用，这里我们仍

然可以考虑把这个极大极小问题转化为单目标优化问题。此时 s− 是 ( )1f x− ， ( )2f x− 和 ( )3f x− 的共同上

界，可得如下单目标最小值优化问题。 
模型五(单目标最小值问题模型) 

1 4

2 5

3 6

min
s.t. 20 10 ,

30 20 ,
25 15 ,

s
x x s
x x s
x x s

− −
− − ≤ −
− − ≤ −

− − ≤ −

 

                 
1 2 3

4 5 6

1 2 3 4 5 6

30,
20,

, , , , ,

x x x
x x x

x x x x x x

+ + ≤

+ + ≤

其中 都为整数

 

我们在实际编程中用的目标函数是 min s− ，使用 Lingo 软件编程见图 4。 
 

 
Figure 4. The code of model 5 
图 4. 模型五的程序 

 
得到结果见图 5。 
我们得到的结果是−345，它的相反数是 345，从而最多种植 345 棵树。从计算结果看，男同学中有

17 人挖坑，有 1 人栽树，有 12 人浇水，女同学中有 1 人挖坑，有 16 人栽树，有 3 人浇水，这些和原结

果都是相同的，原结果得到了验证。 
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Figure 5. The result of model 5 
图 5. 模型五的结果 

4.2. 结果的分析 

我们可以分析出模型三和模型五结果相同的原因。一方面，从目标函数来看，有 

max mins s= − − , 

从而模型三和模型五的目标函数是等价的。另一方面，从约束条件来看，模型三和模型五只有前三个约

束条件在形式上是不同的，我们把模型三中的前三个约束条件 

1 420 10x x s+ ≥ , 2 530 20x x s+ ≥ , 3 625 15x x s+ ≥ , 

两边乘以负一之后，就变成了模型五中的前三个约束条件 

1 420 10x x s− − ≤ − , 2 530 20x x s− − ≤ − , 3 625 15x x s− − ≤ − , 

所以模型三和模型五的约束条件是一样的。 
由上分析可知，因为目标函数等价，约束条件相同，模型三和模型五的结果肯定是相同的。 

5. 总结 

本文通过实例给出相应的多目标规划问题模型和极小极大问题模型，该极小极大问题含有整数约束，

无法简单地应用 MATLAB 优化工具箱命令进行求解。我们从问题的特点出发，将其转化成一个单目标

最大值问题，使用 Lingo 软件编程求出结果。我们给出与原问题等价的极大极小问题，通过求解其转化

成的单目标最小值问题，验证了原结果，并分析了原因。文中的例子简洁明了，学生容易理解。编程简

单，能提高学生的学习兴趣。在解决问题的过程中，我们将极小极大问题、多目标优化和单目标优化三

部分结合在一起，能给学生很好的启迪，可以解决学生学习极小极大问题无法融会贯通的问题。 
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