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摘  要 

我们在一维扩展Hubbard模型(t-U-V)的基础上增加对角三体相互作用(P)，研究了一维t-U-V-P模型的基

态特性。通过玻色化方法和重整化群理论，我们在半满情况下得到了模型的基态相图。研究表明，三体

作用会改变t-U-V模型的量子特性，导致更为丰富的基态相图。三条相变线把相平面分为四个不同的相区，

即电荷密度波、自旋密度波、单相超导和三相超导态。此外，我们利用量子仿真讨论了相变性质。 
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Abstract 
Based on the one-dimensional extended Hubbard model (t-U-V), we study the ground state charac-
teristics of the one-dimensional t-U-V-P model by adding a diagonal three-body interaction (P). Using 
the bosonization approach and renormalization group theory, we obtain a ground-state phase di-
agram of the model at half-filling. The result shows that the three-body interaction modifies the struc-
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ture of quantum properties of the t-U-V model and leads to a much richer phase diagram, which con-
sists of four different phases by three transition lines, including the CDW, SDW, SS and TS phases. 
Besides, we use quantum simulation to discuss the nature of transitions. 
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1. 引言 

近年来，低维系统中的电子关联和超导性深受广泛研究 [1]  [2]  [3]，关联作用在一维半满填充下会对

体系量子特性产生很大的影响。哈伯德模型被公认为是处理电子关联效应的原型，在位排斥相互作用(U > 
0)对 umklapp 散射过程有着至关重要的影响，导致一维电子系统在半填充时成为绝缘体。哈伯德模型是

人们理解强相关系统的基础，尽管如此，它的标准哈密顿量中势能项只包含在同一位置自旋相反二个电

子之间的相互作用，如果扩展到包括长程相互作用，预计将改变系统的量子行为。强关联电子系统一直

以来因其拥有的丰富相图和带来的独特材料性质备受研究者们的青睐 [4]  [5]。近年来，一些关于具有强偶

极矩的分子和原子的超冷费米气体的实验 [6]  [7]  [8]从全新的角度揭示了强关联系统的特殊性质。与以往

的强关联电子系统不同的是，实验者们通过一些特殊实验手段 [9]  [10]探测到了不能被传统费米液体理论

所解释的相互作用，例如长程耦合和多体耦合 [11]  [12]。对此类材料的实验研究以及相关的理论研究将加

深我们对强关联电子系统的理解，拓宽材料物理的研究界限。实验中三体相互作用存在的直接证据已在

光晶格或磁光阱中的 Rb87 里德堡原子里观察到 [13]。实际上，作为非常规相互作用的代表，研究者们热

衷于对三体相互作用的探究，Johnson 等人 [14]的研究表明，在三维光学晶格中处于最低振动状态的原子

的二体碰撞可以产生有效的三体相互作用。Büchler 等人 [15]发现，由微波场驱动的极性分子会产生强烈

的三体相互作用。Hammer 等人 [16]也证明了三体相互作用在多体系统中存在的可能性和合理性。 
实际上，关于三体相互作用的一维理论很早就有相关报道。一方面，一维模型的理论研究更加理想

化，另一方面，一维模型的物理性质也更加特殊。作为一维强关联电子系统的典型模型，一维扩展 Hubbard
模型(t-U-V)被广泛用于各类模型的搭建。t-U-V 模型的哈密顿量为： 

( )†
1, , 1, ,, . .tUV j j j jj jj j jH t c c H c U n n V n nα αα + +↑ ↓= − + + +∑ ∑ ∑                    (1) 

式中， ( )†
, ,j jc cα α 为电子的产生(湮灭)算符， †

, , ,j j jn c cα α α= 为数密度算符。t-U-V 模型已得到了广泛的研究，

在半满情况下，强耦合 [17]和弱耦合 [18]理论都表明，该模型在 U = 2V 附近存在 CDW-SDW 绝缘相变。

在 t-U-V 模型的基础上，区别于非对角三体相互作用 [19]  [20]，我们增加对角化三体相互作用 [21]，其哈

密顿量可表示为： 

( )1, , 1, 1,P j jj j j j
j

H P n n n n n n+↑ ↓ + ↑ + ↓= +∑  

我们得到受三体相互作用影响的一维扩展 Hubbard 模型： 

tUVP tUV PH H H= +                                     (2) 
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它是标准对角二体相互作用 U 和 V 的推广，然而它并不直接来自两体库仑排斥相互作用，而是反映

了多体相互作用。与 U 和 V 项不同的是，P 项在物理中可以是排斥作用，也可以是吸引作用。该模型满

足自旋 SU (2)对称性和电荷 U (1)对称性，它的相图是二体相互作用和三体相互作用之间竞争的结果。在

有效场论中，三体相互作用和更多体相互作用的介入，在强相互作用的量子系统中尤为突出。三体相互

作用在量子力学和量子多体问题中发挥着重要作用。在凝聚态物理学中，各种三体相互作用被增加到已

有的二体模型中，被认为是获得新相的新颖尝试，尽管多数情况中，在重整化群意义下，它们是无关量。

通常假设多体系统的物理主要是考虑两体相互作用来描述，但这些被忽略的项不能总被认为与所有系统

的物理无关。对于费米子系统，多数研究的三体耦合是关联跃迁项，这是半填充下出现 Haldane 电荷序

的一个物理原因。对于玻色子系统，已证明三体耦合能够导致超导关联和电荷调制的超固体相。不仅如

此，目前冷原子和冷分子系统的实验进展允许人们通过可控方式研究一维晶格系统中多体作用的影响。

一维光晶格中多种超冷气体和非零偶极矩的实验为二阶以上的多体相互作用开辟了道路，在磁光阱中的

冷 Rb-Rydberg 原子中也观察到了三体相互作用。目前缺乏对角三体相互作用对扩展哈伯德模型相图影响

的详尽描述，所考虑的模型(2)正致力于这个问题的研究。此外，哈密顿量(2)可以为超导态的实现提供

一种理论方案。众所周知，相互作用是相互关联的多体量子相位的核心，特别是高阶多体相互作用可

能产生新的量子相。目前，由微波场驱动的光学晶格中的极性分子自然产生了具有强最近邻相互作用

的哈伯德模型。所有这些都促使我们考虑哈伯德模型的进一步推广，其中就包括最近相邻的粒子密度

–密度耦合(P)为特征的高阶相互作用。研究表明，吸引 P 相互作用在 U、V 排斥作用下能够导致半填

充时的超导基态。对于 2U V< ，P 耦合导致 SS-CDW 相变，而对于 2U V> ，P 耦合驱动 Mott-TS 相

变。 

2. 玻色化和重整化群理论 

玻色化 [22]和重整化群理论 [23]  [24]给一维强关联电子系统的弱耦合分析提供了强有力的理论支持，

是分析此类模型相图的最有效的解析方法。 

2.1. 玻色化 

我们首先将哈密顿量中的产生(湮灭)算符在低能条件下展开： 

( ) ( ), e eF Fik ja ik ja
j R Lc x xα α αψ ψ−+→                              (3) 

再代入玻色化公式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1e , e
2 2

i x x i x x
L Rx xα α α αφ θ φ θ
α αψ ψ

ε ε
− π − π +      = =

π π
                  (4) 

式中， ( )xαφ 和 ( )xαθ 是一对共轭玻色场。经过一系列复杂的数学计算 [25]，哈密顿量可以写成如下自旋–

电荷分离的形式： 

( ) ( )2 2

2,

1d cos 8
2 x xc s

m
H v x Kµ

µ µ µ µ µµ φ θ φ
ε=

  = ∂ + ∂ + π    
∫∑                   (5) 

其中， 

( )
1
21 1

2
g

K g µ
µ µ

−
= − +                                  (6) 

1
2

F
F

gvv v
K

µ
µ

µ

 
= − 

 
                                   (7) 
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3 1,
2 2c s
g gm m⊥ ⊥= =
π π

                                   (8) 

1 2 2cg g g g ⊥= − −
 

                                   (9) 

1 2 2sg g g g ⊥= − +
 

                                  (10) 

方程(5)表示 Sine-Gordon 模型 [26]，g1~4  [27]代表了电子之间的四种散射关系， ,⊥ 分别表示散射的

电子的自旋方向相反和相同。将哈密顿量改写成上述形式的好处是，描述电荷激发和自旋激发的电荷场

和自旋场是分离的，这样就能清楚知道每种激发对相图的贡献。 
但是，Sine-Gordon 模型是基于二体相互作用的理论，三体相互作用项不能直接计算得到上述形式，

需要经过约化，约化方法可以参考 [28]，或文献 [29]  [30]的算符乘积展开，我们选择后者。经过约化和计

算，我们得到耦合常数： 

( )1
1 2

2sg g U V
t⊥= = −
π

                                (11) 

( )1 6 8
2cg U V P

t
= − + +

π
                               (12) 

( )3
1 2

2
g U V

t⊥ = − −
π

                                   (13) 

2.2. 重整化群理论 

在重整化群理论中，有效耦合常数与标度长度𝑙𝑙有关。根据一环微扰重整化群方程： 

23
3 3

d d,
d d

c
c

g gg g g
l l
⊥

⊥ ⊥= − = −                                (14) 

21
1 1

dd ,
d d

s
s

gg g g g
l l
⊥

⊥ ⊥= − = −                                (15) 

和流向图 [31]，由裸耦合常数之间的关系得到如下不同性质的区域： 
1) 当 ( ) ( )3 1c sg g ⊥≥ 时，系统处于弱耦合区域。随着重整化的进行， ( )3 1 0g ⊥ → ，有效质量 ( ) 0c sm → ，

模型退化为高斯模型 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2
d 2x xc s c s c s c sH v x φ θ = ∂ + ∂  ∫ 。这表明电荷(自旋)激发是无能隙的，系统

由标量场描述，关联函数相应呈幂律形式衰减： 

( ) ( )2 2e e ~ Ki K x i K x x xφ φ −′π − π ′−
 

( ) ( )
1

2 2e e ~i K x i K x Kx xθ θ −′π − π ′−                              (16) 

2) 当 ( ) ( )3 1c sg g ⊥< 时，系统处于强耦合区域。根据 ( )c sm 的初始值，有效质量 ( )c sm → ±∞，电荷(自 

旋)激发是有能隙的。相场的真空期望值为： 

( ) ( )
( )( )

( )( )

0
8

0 0

c s
c s

c s

c s

m
K

m

φ

 π
>= 


<

                              (17) 

3. 相图 

我们现在可以得到一维扩展 Hubbard 模型在三体相互作用影响下的基态相图，如图 1(a)和图 1(b)所
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示。为了确定一个区域内的主导关联态，我们采用了表 1 中玻色化形式的序参量 [32]： 
 

Table 1. Order parameters 
表 1. 序参量 

序参量 玻色化形式 

( )( ), ,1n
CDW n nρ ρ↑ ↓∆ = − +  ( ) ( )sin 2 cos 2c c s sK Kφ φπ π  

, ,SDW n nρ ρ↑ ↓∆ = −  ( ) ( )cos 2 sin 2c c s sK Kφ φπ π  

( )( ), 1, , 1,
ˆ ˆ1n

BOW n n n nQ Q+ ↑ + ↓∆ = − +  ( ) ( )cos 2 cos 2c c s sK Kφ φπ π  

, 1, , 1,
ˆ ˆ

BSDW n n n nQ Q+ ↑ + ↓∆ = −  ( ) ( )sin 2 sin 2c c s sK Kφ φπ π  

( ) ( ) ( ) ( )† † † †
SS R x L x R x L x↑ ↓ ↓ ↑∆ = −  ( )2exp cos 2c s s

c

i K
K
θ φ

 π
π  

 
 

( ) ( ) ( ) ( )† † † †
TS R x L x R x L x↑ ↓ ↓ ↑∆ = +  ( )2exp sin 2c s s

c

i K
K
θ φ

 π
π  

 
 

 
首先，当 3cg g ⊥≥ 时，有效质量 0cm → ，电荷激发无能隙。如果 2U V< ，那么有 

( ) ( )6 8 2U V P U V V P− + + ≥ − − → ≤ − 且 gs < 0，此时自旋场真空期望值 0sφ = ，CDW、BOW 和 SS 相

的序参量都有可能处于最大值，但是 SS 相的关联 ( ) ( )SS SSx x′∆ ∆ 衰减慢于另外两相，因此系统处于单

重超导(SS)态。如果 2U V> ，那么有 ( )6 8 2 2 4U V P U V U V P− + + ≥ − → + ≤ − ，此时电荷激发和自旋激

发都是无能隙的，所有的绝缘相都被抑制，系统处于三重超导(TS)态。 
其次，当 3cg g ⊥< 时，有效质量 mc ≠ 0，电荷激发有能隙。如果 2U V< ，那么有 

( ) ( )6 8 2U V P U V V P− + + < − − → > − 且 0sg < ， 3 0g ⊥ > ，此时电荷场和自旋场的真空期望值分别为

8c cKφ = π 、 0sφ = ，容易算出 CDW 相的序参量取最大值，系统处于电荷密度波(CDW)态。如果

2U V> ，那么有 ( )6 8 2 2 4U V P U V U V P− + + < − → + > − 且 0sg > ， 3 0g ⊥ < ，自旋激发是无能隙的，电

荷场的真空期望值 0cφ = ，BOW 相和 SDW 相的序参量都可能取最大值，但是 SDW 相的关联衰减慢于

BOW 相，因此系统处于自旋密度波(SDW)态。 
 

 
(a) P > 0                                (b) P < 0 

Figure 1. The phase diagram of t-U-V-P model 
图 1. t-U-V-P 模型的基态相图 
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4. 量子仿真 

为了进一步探究三体相互作用的影响，我们再进行量子仿真。量子仿真技术主要分为两类，一类是

数值量子仿真 [33]，另一类是类比量子仿真 [34]，我们选择了更加直接的数值量子仿真。数值量子仿真方

法也有多种选择，如适用于自旋系统的 Suzuki Tkotter 方案 [35]  [36]  [37]  [38]和 Handscomb  [39]方案，还

有适用于相互作用系统的世界线 [40]和行列式 [41]  [42]  [43]方法。我们采用世界线方案，相较于其他方案，

该方案更便于直接考虑各种相互作用之间的竞争。首先，我们再现了文献 [44]中 t-U-V 模型的表现，在 t = 
1、U = 4、时间步长 0.25τ∆ =  (本文默认 t = 1， 0.25τ∆ = )的条件下，经过 10,000 次循环计算，每 5 次 

循环统计一次参数，得到了 CDW 序参量的绝对值 ( )( ), ,1n
n nm ρ ρ↑ ↓= − + 在 V 从 1 至 3.5 以步长 0.1 增加 

时的增长过程，得到图 2，仿真结果符合 t-U-V 模型在 2U V= 发生 SDW-CDW 绝缘相变的理论预测。 
 

 

Figure 2. The rise of m  in the t-U-V model 

图 2. t-U-V 模型 m 的增长 
 

我们再考虑三体作用与二体作用的竞争，在相同设定下(假定 0P < )研究了CDW相的边界，即V P= −
和 2U V= 两条相变线。如图 3，t = 1，U 从−2 到 6 以 0.1 的步长增长，V 也在合适的范围内以 0.1 的步长

增长，每个像素代表一次固定参数的仿真，每次仿真的循环计算次数达到 10,000 次，统计参数的样本达

到 1000 个，像素的颜色代表了该固定参数下 CDW 序参量绝对值 m 的统计平均值的大小，从紫色到红

色逐渐增加，虚线代表理论预测的相变线(V P= − , 2U V= )。 
 

 

Figure 3. The distribution of m  in t-U-V-P model 

图 3. t-U-V-P 模型 m 的统计 
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图 3 给出了一些有价值的结果。首先，在三体相互作用项的影响下，相变线附近 m 的改变并不迅速，

如图 4 所示为例(t = 1, U =0, P = −2)，这代表着相变可能是连续相变，理论预测的相变线附近可能有其他

关联态的存在，系统的相分布并不像理论那样单一。另外，相较于 U 变化的两端，四相交汇点附近的仿

真结果与理论预测的偏差更大，与两端形成一个较为平滑的曲线，这代表着四相交汇点附近的情况甚至

更加复杂。这种偏差可能是由三体相互作用的约化导致的，另一个原因是本文所用的理论是一个微扰理

论。尽管如此，理论分析还是在一定程度上揭示了 t-U-V-P 模型的相区分布，附录中附图 1 展示了各种

参数下展现的相区特征。 
 

 

Figure 4. The rise of m  in the t-U-V-P model 

图 4. t-U-V-P 模型 m 的增长 

5. 结论 

本文在一维 t-U-V 模型的基础上，加入了对角三体相互作用项，得到 t-U-V-P 模型。我们运用玻色化

和重整化群理论，研究了三体相互作用对 t-U-V 模型基态相图的影响。理论研究发现，相变线

2 , , 2 4U V V P U V P= = − + = − 将整个区域分为 4 个相区，当 2 ,U V V P< ≤ − 时，电荷激发无能隙，自旋场

真空期望值 0sφ = ，系统处于 SS 态；当 2 ,U V V P< > − 时，电荷和自旋激发都有能隙，系统处于 CDW
绝缘态；当 2 , 2 4U V U V P> + ≤ − 时，电荷和自旋激发都无能隙，所有的绝缘相都被抑制，系统处于 TS
态；当 2 , 2 4U V U V P> + > − 时，电荷激发有能隙，自旋激发无能隙，系统处于 SDW 态。随后，我们用

数值量子仿真研究了 t-U-V-P 模型，发现尽管上述理论在一定程度上成功预测了该模型的相区分布，但

是并未完全揭示该模型相变的性质，对 CDW 相变线附近的序参量统计发现，相关相变可能是连续相变，

且存在着更加复杂的关联态。 
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附录 

图片从仿真过程中截取而来，其中黑色的上半圆代表格点被自旋向上的电子占据，白色的下半圆代

表格点被自旋向下的电子占据，灰色的圆代表双占据，空白代表没有电子，每行表示一个可能的中间态，

从下至上为世界线方向，详情见 [40]。 
 

 
(a) CDW: U = 0, V = 0, P = −2           (b) SDW: U =7, V = 3, P = −2 

 
(c) SS: U = −2, V = 1, P = −2            (d) TS: U = 4, V = 0, P = −2 

Figure S1. The characteristics of different states 
附图 1. 不同相区的特征 
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