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摘  要 

本文以优化算法测试函数为研究对象，以差分进化算法为研究实例，采用图形观察法、模型方法、实验

研究法和文献研究法等研究方法，对常见的5种优化算法测试函数的数学原理、函数特征以及使用方法

开展研究，包括Ackley函数、Griewank函数、Rastrigin函数、Schaffer函数和Sphere函数。通过学习

优化算法测试函数原理和在MATLAB上对差分进化算法进行仿真实验设计，验证其在优化算法改进中的

性能评估功能。实验结果表明，优化算法测试函数对算法改良的性能验证具有重要的研究意义。 
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Abstract 
With optimization algorithm test functions as the research object, and the differential evolution 
algorithm as the research example, this paper adopts Graphical Observation Method, Model Me-
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thod, Experimental Research Method and Literature Research Method, etc. in order to test the 
mathematical principles, function characteristics and usage methods of 5 common optimization 
algorithms, namely Ackley Function, Griewank Function, Rastrigin Function, Schaffer Function and 
Sphere Function. Through learning the principles of the optimization algorithm test functions and 
the simulation experiment designing of the differential evolution algorithm based on MATLAB, the 
performance verification function in the improvement of the optimization algorithms is verified. 
The experimental results show that the optimization algorithm test functions have important re-
search significance for the performance verification of the algorithm improvement. 
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1. 引言 

自 2009 年以来，信息通信技术发展迅猛，全球数据量爆炸式增长，人类历史从互联网时代迈向大数

据时代[1]。面对海量、复杂的数据，由于大数据的 5V 特性[2]，即 Volume (数据体量大)、Variety (数据

类型多样)、Value (数据价值密度低)、Velocity (数据产生速度快)、Veracity (数据真实性)，对于大数据环

境下的实际应用问题，很多传统的优化算法已不适用。因此，算法改进孕育而生，通过改进传统的优化

算法，以适应新时代下诸多的生活和生产问题。与此同时，优化算法测试函数也随即产生，优化算法测

试函数作用在于通过仿真实验验证算法改进后是否达到预期的效果。 
本文主要介绍常见的 5 个优化算法测试函数及使用标准差分进化算法计算测试函数。测试函数包括

Ackley 函数[3]、Griewank 函数[4]、Rastrigin 函数[5]、Schaffer 函数和 Sphere 函数[6]。 

2. 优化算法测试函数 

2.1. Ackley 函数 

Ackley 函数是由指数函数加上放大的余弦函数所得的一种连续型实验函数[7]，余弦波进行调制以形

成波峰或波谷，从而使函数图形表面波动，由于 Ackley 函数的独特性，导致 Ackley 函数在寻找全局最

优解过程中不可避免地陷入局部最优解的陷阱，因此 Ackley 函数被广泛用于优化算法的测试，以验证优

化算法寻找全局最优解的能力[8]。Ackley 函数数学公式如式(1)所示： 

( )
( )2

1 1cos 2π
0.2

20e e 22.71282
d d

ii ii
d

x x
df x

= =−
∑ ∑

= − − +                         (1) 

其中， [ ]32.768,32.768ix ∈ − ，Ackley 函数在三维空间的图像如图 1 所示。 
从图 1 中可以看出其特征，Ackley 函数在实数范围内是一个多峰函数，存在多个局部最优解和一个

全局最优解。观察图 1 的图像特点，图像外部较为平坦，中心有一个大孔，越靠近中心，即越接近全局

最优解，这将会给优化算法寻找全局最优解带来困难，使优化算法容易陷入局部最优解，但是也能很好

的考验优化算法寻找全局最优解的能力。 
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Figure 1. Three dimensional graph of Ackley function 
图 1. Ackley 函数三维图 

2.2. Griewank 函数 

Griewank 函数于 1981 年被德国洪堡大学(Humboldt University)的 Andreas Griewank 作为测试函数首

次提出，现在 Griewank 函数已成为进化计算大会(CEC)中的典型多模态测试函数，并被广泛应用于测试

最先进的全局优化算法及改进算法，如差分进化(DE)、粒子群优化(PSO)、模拟退火(SA)等[9]。 
Griewank 函数是一个典型的多峰函数，全局最小值是唯一，位于原点，存在大量局部极小值，其复

杂结构容易使优化算法陷入局部最优解。n 阶的 Griewank 函数定义如式(2)所示： 
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∑ ∏                         (2) 

其中， [ ]600,600ix ∈ − ，Griewank 函数在三维空间中的函数图像如图 2 所示： 
 

 
Figure 2. Three dimensional graph of Griewank function 
图 2. Griewank 函数三维图 

 

当 n = 1 时，Griewank 函数在二维平面上的函数图像如图 3 所示： 
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Figure 3. Two dimensional plan of Griewank function 
图 3. Griewank 函数二维平面图 

 

从图2和图3中可以看出Griewank函数广泛存在局部最优解，并且它们是规则分布的。并且从Griewank
函数二维平面图中还可以看出，在 x = 0 的情况下，Griewank 函数收敛至全局最优解，且全局最优解为 0，
即全局最小值等于 0。 

2.3. Rastrigin 函数 

Rastrigin 函数是一个非凸、具有多个局部极小值的多峰函数，最早由 Rastrigin 提出，由 Mühlenbein
等人[10]推广。Rastrigin 函数因搜索空间大，存在大量局部极小值，求其全局最小值是一个相当棘手的问

题，故被用作优化算法的性能测试问题，被广泛应用在优化算法的测试过程中。Rastrigin 函数是高度多

模态的，但最小值的位置是规则分布的。n 阶 Rastrigin 函数的定义如式(3)所示：  
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 = + − ∑                           (3) 

其中， [ ]5.12,5.12ix ∈ − ，Rastrigin 函数在三维空间中的函数图像如图 4 所示： 
 

 
Figure 4. Three dimensional graph of Rastrigin function 
图 4. Rastrigin 函数三维图 
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当传统的基于梯度的算法被用来计算 Rastrigin 函数，寻找该函数的全局最优解，是十分困难的，因

为 Rastrigin 函数具有非常多的局部极小点，所以这也是该函数被用来测试优化算法的原因之一。 

2.4. Schaffer 函数 

Schaffer 函数是一个二维的多峰复杂函数，该函数由 J. D. Schaffer 等人提出。Schaffer 函数在其收敛

范围内存在无数个极小值点，只有一个全局最小值，在 1 2 0x x= = 处取得全局最小值；该函数[11]因其强

烈振荡性质及其全局最优点被无数局部最优点所包围的特性使得一般算法很难找到其全局最优点，故常

被用于优化算法性能检验。Schaffer 函数定义如式(4)所示： 
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                           (4) 

其中， [ ]100,100ix ∈ − ， 1,2i = 。Schaffer 函数在三维空间中的函数图像如图 5 所示： 
 

 
Figure 5. Three dimensional graph of Schaffer function 
图 5. Schaffer 函数三维图 

 

从图 5 中可以看出，Schaffer 函数三维图像四周较为平坦，中心部分呈现一个两极分化，存在极大值

和极小值，具有强烈震荡的性态。实验证明，Schaffer 函数也存在多个局部最优解，在寻找到全局最优解

是有一定难度，但是在帮助测试优化算法具有不错的性能。 

2.5. Sphere 函数 

Sphere 函数是一个简单的单峰函数，只存在全局最优解，不存在局部最优解，因此可利用该函数可

以较好的测试出优化算法的收敛速度。Sphere 函数定义如式(5)所示： 

( ) 2

1

n

i
i

f x x
=

= ∑                                       (5) 

其中， [ ]5.12,5.12ix ∈ − ， 1,2,3, ,i n=  。Sphere 函数在三维空间中的函数图像如图 6 所示。 
从图 6 中可以得出，Sphere 函数三维图像是一个连续的、凹的和单峰的函数图像；并且从式(5)中可

以得知，当 x = 0 时，Sphere 函数收敛至全局最优解，即全局极小值等于 0。 
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Figure 6. Three dimensional graph of Sphere function 
图 6. Sphere 函数三维图 

3. 标准差分进化算法计算测试函数 

3.1. 标准差分进化算法 

3.1.1. 定义 
差分进化算法(Differential Evolution Algorithm, DE)是一种高效的全局优化算法，其主要求解的问题

是实数优化问题。差分进化算法是一种模拟生物进化的概率模型，在每一代种群的进化过程中，每个个

体矢量作为目标个体一次，算法在不断进化计算之下，创造和存储适应环境的优质个体，并用全局最优

解方案指导算法搜索过程。 

3.1.2. 进化流程 
差分进化算法具体进化流程如下：第一步是确定差分进化算法的控制参数，并且确定适应度函数；

第二步是随机创建初始种群；第三步是计算初始种群中每个个体的适应度；第四步是确定算法是否达到

终止条件或者进化代数达到最大，差分进化算法的终止条件是用于确定循环进化代数结束的一个标记，

在算法计算优化问题过程中，是判断最优解诞生的一个重要依据[9]；第五步是进入变异操作阶段，得到

变异个体，然后把变异个体代入交叉操作进行计算，得到中间种群；第六步是在原种群和中间种群中选

择个体，得到新一代高质量的种群；第七步是进化代数 t = t + 1，转至第三步，以此循环[12]。 

3.2. 计算步骤 

3.2.1. 测试函数 MATLAB 程序 
首先正确键入这 5 个优化算法测试函数的 MATLAB 程序，调用 function 模块，并将这五个优化算法

测试函数的程序文件分别命名为 ackley.m、griewank.m、rastr.m、schaffer2.m 和 sph.m，便于在算法主程

序中调用，如下表 1~5 所示： 
 

Table 1. Code of Ackley function 
表 1. Ackley 函数程序 

ackley.m 

% Ackley 函数 
function [y] = ackley(xx) 
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Continued 

d = length(xx); 
sum1 = 0; 
sum2 = 0; 
for ii = 1:d 
 xi = xx(ii); 
 sum1 = sum1 + xi^2; 
 sum2 = sum2 + cos(2*pi*xi); 
end 
 
term1 = -20 * exp(-0.2*sqrt(sum1/d)); 
term2 = -exp(sum2/d); 
 
y = term1 + term2 + 22.71282; 
 
end 

 
Table 2. Code of Griewank function 
表 2. Griewank 函数程序 

griewank.m 

% Griewank 函数 
function [y] = griewank(xx) 
d = length(xx); 
sum = 0; 
prod = 1; 
 
for ii = 1:d 
 xi = xx(ii); 
 sum = sum + xi^2/4000; 
 prod = prod * cos(xi/sqrt(ii)); 
end 
 
y = sum - prod + 1; 
 
end 

 
Table 3. Code of Rastrigin function 
表 3. Rastrigin 函数程序 

rastr.m 

% Rastrigr 函数 
function [y] = rastr(xx) 
d = length(xx); 
sum = 0; 
for ii = 1:d 
 xi = xx(ii); 
 sum = sum + (xi^2 - 10*cos(2*pi*xi)); 
end 
 
y = 10*d + sum; 
 
end 
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Table 4. Code of Schaffer function 
表 4. Schaffer 函数程序 

schaffer2.m 

% Schaffer function N.2 
function [y] = schaffer2(xx) 
x1 = xx(1); 
x2 = xx(2); 
 
fact1 = (sin(x1^2-x2^2))^2 - 0.5; 
fact2 = (1 + 0.001*(x1^2+x2^2))^2; 
 
y = 0.5 + fact1/fact2; 
 
end 

 
Table 5. Code of Sphere function 
表 5. Sphere 函数程序 

sph.m 

% Sphere 函数 
function value = sph(g) 
value = sum(g.^2); 
end 

3.2.2. 标准差分进化算法 MATLAB 程序 
正确的键入标准的差分进化算法[13]主程序，其中设置算法参数种群数量 NP = 50，变量的维度 D = 

20，最大进化代数 G = 1000，缩放因子 F = 0.6，交叉概率 CR = 0.9，然后再根据不同优化测试函数[14]
的变量取值范围设置变量的界限，如表 6 所示： 
 

Table 6. Differential evolution algorithm 
表 6. 差分进化算法 

DE.m 

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
% MATLAB 主函数程序 
% 以求 Ackley 函数的全局最优解为例 
% x 的取值范围为[−5, 5] 
% 多峰函数 
% 环境：MATLAB R2018a 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
NP = 50;     % 种群数量 
D = 20;      % 变量的维数 
G = 1000;    % 最大进化代数 
F = 0.6;     % 变异算子 
CR = 0.9;    % 交叉算子 
Xs = 5;      % 变量上限 
Xx = -5;     % 变量下限 
k=20; 
 
x = zeros(D,NP);           % 初始种群 
v = zeros(D,NP);           % 变异种群 
u = zeros(D,NP);           % 选择种群 
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Continued 

q = zeros(1,k); 
aa = zeros(1,k); 
p = zeros(1,k); 
bb = zeros(2,k); 
tt0 = zeros(1,k); 
minx = zeros(k,G); 
 
for l = 1:k 
t0 = cputime; 
 
x = rand(D,NP)*(Xs-Xx)+Xx; % 赋初值 
 
for m = 1:NP 
Ob(m) = ackley(x(:,m)); 
end 
trace(1) = min(Ob); 
minx(l,1) = trace(1); 
% 差分操作 
for gen = 1:G 
% r1,r2,r3 和 m 互不相同 
for m = 1:NP 
r1 = randi([1,NP],1,1); 
while(r1 == m) 
r1 = randi([1,NP],1,1); 
end 
r2 = randi([1,NP],1,1); 
while(r2 == m)|(r2 == r1) 
r2 = randi([1,NP],1,1); 
end 
r3 = randi([1,NP],1,1); 
while((r3 == m)|(r3 == r1)|(r3 == r2)) 
r3 = randi([1,NP],1,1); 
end 
v(:,m) = x(:,r1)+F*(x(:,r2)-x(:,r3)); 
end 
r = randi([1,NP],1,1); 
for n = 1:D 
cr = rand(1); 
if(cr<CR)|(n == r) 
u(n,:) = v(n,:); 
else 
u(n,:) = x(n,:); 
end 
end 
% 边界吸收 
for n = 1:D 
for m = 1:NP 
if u(n,m)<Xx 
u(n,m) = Xx; 
end 
if u(n,m)>Xs 
u(n,m) = Xs; 
end 
end 
end 
for m = 1:NP 
Ob1(m) = ackley(u(:,m)); 
end 
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Continued 

for m = 1:NP 
if Ob1(m)<Ob(m)        % 小于先前的目标值 
x(:,m) = u(:,m); 
end 
end 
for m = 1:NP 
Ob(m) = ackley(x(:,m)); 
end 
trace(gen+1) = min(Ob); 
minx(l,gen+1) = trace(gen+1); 
end 
 
[SortOb,Index] = sort(Ob); 
x = x(:,Index); 
X = x(:,1);                   % 最优变量 
q(1,l)=X(1,1); 
aa(1,l)=X(2,1); 
bb(1,l)=q(1,l); 
bb(2,l)=aa(1,l); 
Y = min(Ob);                   % 最优值 
p(:,l)=Y; 
disp('最优变量:'); 
disp(X); 
disp('最优值:'); 
disp(Y); 
fprintf('DE 所耗时间为：%f\n',cputime - t0); 
tt0(1,l)=cputime - t0; 
end 
 
figure 
plot(1:1:k,tt0); 
 
figure 
plot(1:1:G+1,mean(minx)) 
xlabel('迭代次数'); 
ylabel('目标函数值'); 

title('DE 目标函数曲线'); 

3.2.3. 标准差分进化算法计算测试函数 
使用标准的差分进化算法调用测试函数程序[15]，独立计算 5 个优化测试函数，算法每次计算循环运

行 20 次，取其平均值，输出目标函数收敛曲线图如图 7 所示。 
5 个优化测试函数在算法改进中的应用方向如表 7 所示。 

3.3. 计算结果分析 

在图 7 中，除了图 7(c)外，其余 4 个优化算法测试函数均能在有限进化次数内收敛至全局最优解，

而优化测试函数 Rastrigin 未能收敛至全局最优解，是因为 Rastrigin 函数本身是一个高度多模态的具有多

个局部极小值的多峰函数，并且标准差分进化算法在计算函数时，设置的变量维度为 20 维，在一定程度

上提高了算法寻优的难度，因此 Rastrigin 函数未能在有限的进化次数内收敛至全局最优解。在其他实验

环境不变的情况下，调整算法中的变量维度，调至 10 维，以及增加算法进化次数，再次计算 Rastrigin
函数，得出 Rastrigin 函数收敛曲线如图 8 所示： 
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(a) Ackley                                        (b) Griewank 

  
(c) Rastrigin                                        (d) Schaffer 

 
(e) Sphere 

Figure 7. Convergence curves of 5 test functions 
图 7. 5 个测试函数的收敛曲线图 
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Table 7. Application direction of 5 test functions 
表 7. 5 个测试函数的应用方向 

序号 函数名称 应用方向 

1 Ackley 检验算法全局收敛速度 

2 Griewank 检验算法跳出局部最优解的性能 

3 Rastrigin 检验算法跳出局部最优解的性能 

4 Schaffer 检验算法全局最优解精度 

5 Sphere 检验算法求解速度 

 

 
Figure 8. Convergence curves of Rastrigin functions 
图 8. Rastrigin 函数收敛曲线图 
 

由此可见，标准差分进化算法程序能准确的计算优化问题。并且从 5 个优化测试函数的收敛曲线中

发现，收敛曲线在往下收敛的过程中，曲线呈现出时而水平向前时而垂直向下的状态。实验证明，在函

数曲线水平向前时，因为差分进化算法在寻优过程中，因此导致优化测试函数收敛到局部最优解，正处

在函数的某个局部最优解范围内进行种群进化；在函数曲线垂直向下时，因为差分进化算法在函数局部

最优解进化过程中，跳出了该局部最优解的范围，进入了优化测试函数的下一个最优解(若函数曲线在之

后的进化过程中保持水平直线向前，该最优解则为全局最优解；若在此后的进化过程中仍有垂直向下的

状态，该最优解则仍为局部最优解)。函数收敛曲线呈现这样的状态完全符合优化测试函数的特征。 
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