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摘  要 

冠状动脉是给心脏供血的肌型血管，负责将氧气和营养物质输送到心脏血管，一旦血管阻塞和痉挛，会

导致心血管以及血管痉挛等心脑血管疾病。为了治疗心脑血管疾病，了解冠状动脉血管痉挛的发病原理，

实现冠状动脉系统的混沌同步是非常重要的。在实际工作中，冠状动脉系统的数学模型是难以精确构造

的，而Takagi-Sugeno (T-S)模糊模型可以以任意精度逼近复杂的非线性系统，本文基于T-S模糊模型研

究了冠状动脉系统的同步问题。本文考虑时滞对系统的影响，构造冠状动脉数学模型，结合Wirtinger
积分不等式和一种新的二重积分不等式处理求导后的一重积分和二重积分，降低系统保守性，并基于并

行分布式补偿方案，设计状态反馈控制器，有效实现了系统的同步。最后，通过仿真实例实现了本文方

法的有效性。 
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Abstract 
Coronary arteries are muscular blood vessels that supply blood to the heart and are responsible 
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for transporting oxygen and nutrients to the heart vessels. Once the blood vessels are blocked and 
spasm, it will lead to cardiovascular and cerebrovascular diseases such as cardiovascular and va-
sospasm. In order to treat cardiovascular and cerebrovascular diseases, it is very important to 
understand the pathogenesis of coronary vasospasm and realize the chaotic synchronization of 
the coronary systems. In practice, the mathematical model of the coronary system is difficult to 
construct accurately, and the Takagi-Sugeno (T-S) fuzzy model can approximate complex nonli-
near systems with arbitrary precision. This paper studies the synchronization of the coronary 
systems based on the T-S fuzzy model. This paper considers the effect of time-delay on the system, 
combines Wirtinger integral inequality and a new double integral inequality to deal with the sin-
gle integral and double integral after derivation, and reduces the conservatism of the system. 
Based on parallel distributed compensation scheme, the state feedback controller is designed, 
which effectively realizes the synchronization of the systems. Finally, the effectiveness of the me-
thod in this paper is realized through a simulation example. 
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1. 引言 

由于在信息学、医学、经济学、物理学、金融学等领域的广泛应用，混沌系统的同步在过去的几十

年中引起了许多研究人员的关注[1] [2]。尤其是 1990 年代，混沌理论在生物医学领域的应用极大地推动

了生物医学领域的发展。冠状动脉系统作为一种特殊的混沌系统，随着动脉直径和血管压力的不断变化，

会产生复杂的非线性混沌动力学行为。血管的混沌行为会引起血管痉挛等心脑血管疾病。治疗心脑血管

疾病，需要使血管的运动状态与正常血管的变化相同，这可以通过混沌控制来实现。因此，研究冠状动

脉系统的同步问题是有意义的。 
众所周知，研究者们已经提出了许多同步控制方案，包括滑模控制[3]、自适应控制[4]、模糊控制[5]、

H∞控制[6]等。[3]研究了基于滑模控制的非线性时滞半马尔可夫跳跃系统的稳定性，作者构造了滑模控制

律以保证系统的稳定性并使控制器系统在有限时间内达到预定的滑模面。Wang 等人[4]提出了一种自适

应控制方案，讨论了 Chen 系统在不同参数下的自适应同步问题，并分析了实现同步的理论条件。作者[5]
设计了一种基于 Lyapunov-Krasovskii (L-K)定理的新型模糊控制器，提高了闭环系统的最大延迟容限，实

现了非线性神经网络系统的渐近稳定性。Long 等人[6]通过动态反馈控制器研究了一类具有时变延迟的奇

异系统的 H∞控制问题。T-S 模糊模型因其结构简单，便于描述的特点被广泛用于描述非线性系统，它的

基本理论是将复杂非线性的系统通过模糊划分为多个简单的线性系统，并对每个模型的输出进一步进行

模糊推理及判定，就可以得到复杂非线性系统。T-S 模糊模型使得非线性系统可以利用线性系统的方法

进行处理，进一步推动了对非线性系统的深入研究，简化了非线性系统的控制器设计及稳定性问题。 
系统稳定性是控制领域的重要研究内容，是使系统正常运行的基础条件，因此尽可能少地寻求保守

的稳定性条件是至关重要的。通常的方法是构造一个合适的 L-K 泛函以及对 L-K 泛函积分项的处理方法，

构造 L-K 泛函没有统一的标准，积分项由原来的一重积分、二重积分，已经发展到现在的三重积分和四
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重积分，L-K 泛函积分项的处理方法包括 Jensen 不等式[7]、Bessel-Legendre 不等式[8]、自由权矩阵[9]
和 Wirtinger 积分不等式[10]等。 

在冠状动脉系统中，因不同患者对药物的吸收时间不同，时滞问题始终存在。值得注意的是，时滞

的存在会降低系统性能，导致系统不稳定，因此需要充分考虑时滞的影响。此外，在治疗过程中存在一

些难以预测的附加因素，如药物反应时间和情绪波动等，这些外部干扰使得系统并不能很好的达到理想

的性能状态。冠状动脉系统的稳定性分析和同步控制方面已经取得了较多的理论成果，推动了该系统的

发展和进步，虽然有其改善的一面，但是在条件的限制下不可避免地会存在系统保守性。考虑到冠状动

脉血管在人体内的重要性，必须研究新的技术以改善现有的研究结果。 
基于上述分析，本文主要研究了基于 T-S 模糊模型的冠状动脉时滞系统的同步问题。首先，用 T-S

模糊模型去逼近冠状动脉系统，得到该系统的数学模型；然后，构造合适的 L-K 泛函，结合 Wirtinger
积分不等式和一种新的二重积分不等式处理求导后的积分项，得到系统稳定的新判据；其次，设计状态

反馈控制器，实现健康的冠状动脉系统及患病系统的同步，达到治疗疾病的目的；最后，通过实例验证

上述方法的有效性。 

2. 冠状动脉模型描述 

2.1. 冠状动脉的数学模型 

冠状动脉系统的数学模型可描述如下[11]： 

( ) ( )
1 1 1 2 2

3
2 1 1 2 2 1 cos

x b x b x

x b x b x x E tλ λ λ λ λ σ

= − −


= − + − + + +

�

�
                      (1) 

其中 1x ， 2x 分别表示血管内径差和静脉压， cosE tσ 表示血管在正常工作状态下的周期性扰动， 1b ， 2b ，

1c ， 2c ，λ 是冠状动脉系统参数。给定参数初始值为 1 0.15b = ， 2 1.7b = − ， 0.3E = ， 0.1σ = ， ( )1 0 0.5x =

和 ( )2 0 0x = ，参数 λ 随冠状动脉血管病变的变化而变化。当 0.5λ = − 时，系统(1)会出现混沌行为，图 1
表示系统(1)在没有控制输入和干扰时的混沌响应。 

 

 
Figure 1. The trajectory of chaotic coronary artery system with-
out any control input 
图 1. 无控制输入的混沌冠状动脉系统轨迹图 
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2.2. 基于 T-S 模糊模型的系统模型描述 

对于冠状动脉时滞系统，用 T-S 模糊模型来描述具有 r 规则的主系统为： 
规则 i：If ( ( )1 tθ  is 1iF )，( ( )2 tθ  is 2iF ) and ∙∙∙ and ( ( )n tθ  is inF ) 
Then 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ,

m i m i m

m m

x t A x t C f x t v t

x t xθ

 = + +


=

�
                            (2) 

其中 1,2, ,i r= � ， ijF 是模糊集，r 是模糊规则的数量， ( )( )1,2, ,j t j nθ = � 是前件变量， ( ) ( ) ( )( )1 2,mx t x t x t=

是状态向量，其初始值为 mxθ ， ( )( ) ( )( )3
10,mf x t x t= 表示主系统中的非线性函数， ( ) ( )0, cosv t E tσ= 表

示周期性干扰，A 和 C 是给定的常数矩阵。 
通过采用乘积推理机，单点模糊化和加权平均解模糊化的模糊推理方法，对系统(2)进行模糊化处理

可得： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

1

,

r

m i i m i m
i

m m

x t h t A x t C f x t v t

x t x

θ

θ
=

 = + +

 =

∑�
                      (3) 

其中 

( )( )
( )( )

( )( )
( )( ) ( )( )1

1

1 1

, 1, 0

n

ij j r
j

i i inr
i

ij j
i j

F t
h t h t h t

F t

θ
θ θ θ

θ

=

=

= =

= = ≥
∏

∑
∑∏

                   (4) 

与上述过程类似，描述具有 r 规则的从系统为 
规则 i：If ( ( )1 tθ  is 1iF )，( ( )2 tθ  is 2iF ) and ∙∙∙ and ( ( )n tθ  is inF ) 
Then 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

s i s i s

s s

x t A x t C f x t v t t u t

x t x

ω

θ

 = + + + +


=

�
                      (5) 

其中 ( )( )sf x t 表示从系统中的非线性函数， ( )u t 表示控制输入， ( )tω 表示不确定的外部干扰，从系统的

模糊模型可表示为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
1

,

r

s i i s i s
i

s s

x t h t A x t C f x t v t t u t

x t x

θ ω

θ

=

 = + + + +

 =

∑�
                (6) 

定义误差系统 ( ) ( ) ( )s me t x t x t= − ，则误差系统可以表示为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

r

i i i
i

e t h t A e t C f e t t u tθ ω
=

= + + +∑�                      (7) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )s mf e t f x t f x t= − ，非线性函数满足下列 Lipschitz 条件： 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )s m s mf x t f x t L x t x t− < −                          (8) 
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其中 L 是常数矩阵。 
为实现主从系统的同步，设计具有模糊规则的状态反馈控制器： 
控制器规则 i：If ( ( )1 tθ  is 1iF )，( ( )2 tθ  is 2iF ) and ∙∙∙ and ( ( )n tθ  is inF ) Then 

( ) ( ) ( )( )1 2 , 1,2, ,i iu t k e t K e t h t i r= + − = �                          (9) 

其中 1 2,i ik K 是增益矩阵， ( )h t 是时滞函数且 ( )0 m Mh h t h< ≤ ≤ ， ( )h t h=� ，与上述处理过程类似，得到模

糊控制器为： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 2
1

, 1,2, ,
r

i i i
i

u t h t k e t K e t h t i rθ
=

= + − =∑ �                   (10) 

进一步处理误差系统 ( )e t 为 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )1 2
1

r

i i i i i
i

e t h t A k e t C f e t t K e t h tθ ω
=

= + + + + −∑�              (11) 

3. 相关引理 

下面是本文需要用到的引理 
引理 1 [12]对于任意对称矩阵 0W > ，标量 ,a b 且满足 a b< ，和可微函数 ( ) [ ], nx s a b∈ → � ，满足下

列不等式： 

( ) ( ) ( )T T T
1 1 2 2

1d 3
b

a
s Wx s s N WN N WN

b
x

a
≥ +

−∫ � �                        (12) 

其中， ( ) ( )1N x b x a= − ， ( ) ( ) ( )2
2 d

b

a
N x b x a x s s

b a
= + −

− ∫  

引理 2 [13]对于任意正定矩阵 0W > ，和任意可微函数 [ ], nx a b∈ → � ，使下式成立： 

( ) ( )T T T T
1 1 2 2 3 3d d 2 4 6

b b

a s
s Wx s s W W Wx ϕ ≥ Φ Φ + Φ Φ + Φ Φ∫ ∫ ��                   (13) 

其中 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

1

2 2

3 2 3

d ,

2 6d d d

3 24 60d d d d d d

b

a

b b b

a a

b b b b b b

a a s a s

x b x s s

x b x s s x s s
b a b a

x b x s s x s s x v v s
b a b a b a

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

Φ = −

Φ = + −
− −

Φ = − + −
− − −

∫

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

 

引理 3 [14]对于给定的矩阵 2n n
iG ×∈� ， 1,2i = 及标量 0 1α< < ，假设存在对称矩阵 Q，下列不等式成

立： 

[ ] [ ]( ) ( )T 1 T 1
1 2 1 1 2 2

1 0
0 0 1

10
1

Q
He G I G I G Q G G Q G

Q

α
α α

α

− −

 
 
  ≥ + − − −
 
 

− 

           (14) 
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4. 主要结果 

系统稳定性分析 

定理 1：如果存在对称正定矩阵 P， ( )1,2,3jQ j = ， ( )1,2,3,4mW m = ，合适维度的矩阵 1G ， 2G 和标

量 mh ， Mh ， h 使下列不等式成立，则误差系统(11)趋于 0，即误差系统是渐进稳定的。 

T T T T
1 2 3 4

2

1

2

3

4

2 2
2 2

* 0 0 0 0

* * 0 0 0 0
* * * 0 0

* * * * 0

* * * * *

Mm v m Mm m Mmh N h W h W h W h W

W

W

W

W

W

 
Ξ 
 
 −
 
 − < 
 −
 

− 
 

−  

� � � �

�

               (15) 

其中 

( ) ( )

( )

T T T T T T
1 1 1 1 2 3 1 3 1 3 2 2 2 4 3 4

T T T T
1 1 1 2 1 2 1 1 2 2 3 3 3 4 3 4

T T T T
5 3 5 6 4 6 7 4 7 8 4 8

1

3 2 4

6 2 4 6

Mm Mm

Pe e P e Q Q Q e h e Q e e Q e e Q e M

W W He h N h N W W

W W W W

η η η η ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω ω

Ξ = + + + + − − − − +

− − − + − −

− − − −

� �

 

( )( ) ( )( ) 2
1 1 2 3 13 14 2

1 2

0
,

0 3

r

i i i i i
i

W
h t A k e K e C e e W

W
θ

=

 
= + + + + =  

 
∑ ��  

{ }T 20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0M diag L L I I Iγ= + − −  

( )1 1 2 2 1 2 5 1 2 3 2 3 6
2 2, , , ,
m m

e e e e e col e e e e e
h h t h

η η ω
  = − = + − = − + − −  

 

( )2 3 4 3 4 7 3 1 5 4 1 5 92
2 1 2 6, , , ,

M m m m

col e e e e e e e e e e
h h t h h h

ω ω ω
  = − + − = − = + − −  

 

5 1 5 9 11 6 2 8 7 2 8 102 3 2
3 24 60 1 2 6, ,
m Mm Mmm m Mm

e e e e e e e e e
h h hh h h

ω ω ω= − + − = − = + −  

( ) ( )8 2 8 10 12 1 142 3
3 24 60 , 0 0 , 1,2, ,14i n nn i n n i n
Mm Mm Mm

e e e e e I i
h h h

ω ×× − × −
 = − + − = =  �  

证明：构造合适的 L-K 泛函： 

( ) ( )
4

1
e i

i
V t V t

=

= ∑                                    (16) 

其中

 
( ) ( ) ( )T

1 ,V t e t Pe t=  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T T
2 1 2 3d d d ,

m M

t t t

t h t t h t h
V t e s Q e s s e s Q e s s e s Q e s s

− − −
= + +∫ ∫ ∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 T T
3 1 2d d d d ,m

Mmm M

t h t
m h t s h t s

V t h e u W e u u s h e u W e u u s
−

− + − +
= +∫ ∫ ∫ ∫� � � �  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )T T
4 3 4d d d d d dm m

m M

t t t t h t h t

t h s u t h s u
V t e v W e v v u s e v W e v v u s

− −

− −
= +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫� � � �  

将式(16)求导得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )(
( ) ( ) ( ) ( ))

T T
1

T

1 2
1

T
1 2

1

T T
2 1 2 3 1

1

T T
2 3

1

r

i i i i i
i

r

i i i i i
i

r

i
i

m m M M

V t e t Pe t e t Pe t

h t A k e t C f e t t K e t h t Pe t

e t P h t A k e t C f e t t K e t h t

V t h t e t Q Q Q e t h e t h t Q e t h t

e t h Q e t h e t h Q e t h

θ ω

θ ω

θ

=

=

=

= +

 = + + + + − 
 

 + + + + + − 
 

= + + − − − −

− − − − − −

∑

∑

∑

� � �

�

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) ( ) )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 T T
3 1 1

1

2 T T
2 2

2
T T

4 3 3
1

2
T T

4 4

d

d

d d
2

d d
2

m

m

Mm M

m

m m

M

r t
i m m t h

i

t h
Mm t h

r t tm
i t h s

i

t h t hMm
t h s

V t h t h e t W e t h e s W e s s
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通过引理 1 和引理 3 可得， 
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其中 
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通过引理 2 可得， 
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同理可得 
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结合上述分析可得 
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为了研究外部扰动，结合上述讨论定义下列式子 
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其中 { }2
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0H diag I Iγ= − ，应用 Schur 补定理可得定理 1，即定理

1 证明完毕。 

5. 同步控制 

定理 2：如果存在给定的标量 mh ， Mh ，h ，对称正定矩阵 P ， ( )1,2,3jQ j = ， ( )1,2,3,4mW m = 和合
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其中 
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证明：证明过程与定理 1 的证明过程类似，在不等式(15)的两边分别乘对角阵 
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{ }1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1diag P P P P P P P P P P P P I I− − − − − − − − − − − −
，并应用 Schur 补定理可以

得到(22)，其中 
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i i i i

P P Q PQ P j W PW P m

Y K P Y K P

−= = = = =
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定理 2 证明完毕。 
可以看到上述不等式中有类似于 1

1PW P−− 的非线性项存在，不能直接用常规的 LMI 工具箱求解。基

于将非凸可行性问题转化为凸优化问题的思想，通过锥补线性化方法解决这类非线性问题，即将(22)转化

为下面求最小化的问题 
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m
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6. 仿真实验 

考虑冠状动脉系统中的时延以及外部扰动，选取相关参数如下： 

1 2
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 设计隶属度函数为 
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令 ( ) ( )0.3 0.05sinh t t= + ， 0.37γ = ，根据定理 2 可以得到增益矩阵 
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− − 
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 − 

 

21
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K
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22
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K

− − 
=  
 − − 

 

 

  
Figure 2. Coronary artery master-slave system trajectory diagram (without controller) 
图 2. 冠状动脉主从系统轨迹图(未加控制器) 

 

  
Figure 3. Coronary artery master-slave system trajectory diagram (with controller) 
图 3. 冠状动脉主从系统轨迹图(加控制器) 
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Figure 4. The trajectory of the error system under the controller 
图 4. 误差系统在控制器下的运动轨迹 

 
图 2 表示未加控制器的主从系统相位图(左为主系统，右为从系统)，图 3 表示加入控制器后的冠状动

脉主从系统轨迹状态(左为主系统，右为从系统)，图 4 表示控制器作用下的误差系统状态。从上数仿真图

中可以看到，不处于控制状态时的主从系统是不同步的，其运动轨迹不相同，而在控制器的作用下二者

的运动状态一样，实现了同步。并且在控制器的作用下，误差系统随着时间的变化逐渐趋于 0，也验证

了两个系统实现了同步，呈现出较为理想的治疗效果，验证了本文所提方法的有效性。 

7. 结论 

本文基于 T-S 模糊模型研究了冠状动脉时滞系统的同步问题。冠状动脉系统是一个复杂的非线性系

统，利用 T-S 模糊模型去逼近该系统可以得到较为精确的数学模型，便于后续的研究分析。对于冠状动

脉系统，本文对该系统进行了稳定性分析和同步控制研究，并且取得了理想的成果，对于治疗冠状动脉

疾病及其并发症起到了良好的作用。 
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