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Abstract 
In this paper, we use the homotopy analysis method (HAM) to obtain the analytic approximation 
of heterclinic orbit in Michelson system. Comparisons are made between the results of the pro-
posed method and exact solutions. The results show that the HAM is an effective and practical 
technique of analytic approximation for the heterclinic orbit. The proof of convergence theorems 
for the present method is elucidated as well. 
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摘  要 

本文用同伦分析方法给出了Michelson系统异宿轨道的解析近似，并对该方法所得到的近似解析解与精

确解之间进行了比较。结果表明，对于异宿轨道的近似解析解，同伦分析方法是有效且实用的。此外，

还给出了本方法中收敛定理的证明。 
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1. 引言 

同伦分析方法是研究非线性问题的重要工具[1]。在求解非线性问题的过程中，若对系统的初值猜测，

辅助参数以及辅助函数的选择合理，就可以得到系统的解析近似解。本文考虑如下的系统： 

1 2

2 3
2 2

3 2 1 2

x x
x x

x c x x

 =


=
 = − −







                             (1.1) 

这里的点表示对 t 求导数。该系统是在研究 Kuramoto-Sivashinsky 方程的行波解中所产生的 

21 0
2t xxxx xx xu u u u+ + + =                             (1.2) 

其中参数 c与波速度有关。Michelson 研究了系统(1.1)[2]，所以现在把它称为 Michelson 系统。当 c减
小时系统(1.1)会出现“Cocoon”分叉[2]-[4]。Kevin 和 John 对参数 c趋近零的 Michelson 系统进行了渐进

分析，并与数值结果进行了比较[5]。Lamb 等证明了迈克尔逊系统有可数无穷多异宿环，可数无穷多个

同宿环和双曲基集[6]。当 0c = ，系统(1.1)在原点存在 Hopf 分叉[5] [7]。在无限维系统中，偏微分方程(1.2)
一般作为研究混沌现象的典型范例[8]。 

本文用同伦分析方法讨论 Michelson 系统的异宿轨道，其中 0.84952c = [9]，并对 42 阶解析近似与精

确解进行了对比。接下来，第二部分给出了求解多自由度常微分方程的同伦分析方法。第三部分的数值

模拟验证了该方法的准确性和精确性。此外，在第四部分给出了该方法收敛定理的证明。最后对文章进

行了总结。 

2. 同伦分析方法 

考虑多自由度非线性动力学系统 

( ), ,Mq Gq Kq F q q t+ + =                                 (2.1) 

其中， q 是 n 维向量， q 上的点表示对 t 求导， M ，G 和 K 是阶实矩阵， F 是 q， q 和 t 的非线性向量函

数。若 ( ), , 0F q q t ≡ ，则方程(2.1)是自治动力系统。 
根据等式(2.1)，构到如下非线性算子 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2

, ,
, , , ,

u r t u r t uN u r t M G Ku r t F u t
t tt

∂ ∂ ∂ = + + −     ∂ ∂∂  
,              (2.2) 

其中 



Michelson 系统异宿轨道的同伦分析方法 
 

 
31 

( ) ( ) ( )( )T
1, , , nu r t x t x t=  ,                             (2.3) 

( ) T
1, dd

, ,
d d

nu r t xx
t t t

∂  =  ∂  
 ,                              (2.4) 

( ) T2 22
1

2 2 2

, dd
, ,

d d
nu r t xx

t t t
∂  

=  
∂  

 ,                            (2.5) 

这里 ( ),u r t 是未知的向量值函数， r 和 t 分别是空间和时间变量。 
根据函数概念和同伦分析方法[10]-[13]，零阶形变方程为 

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )01 , ; , , ;p L r t p u r t p H t N r t p− Φ − = Φ       ,                (2.6) 

这里 [ ]0,1p∈ 是一个嵌入变量，L 是一个辅助线性算子， ( )0 ,u r t 是初值猜测解，和 ( )H t 分别为辅助参

数和辅助函数。 
当 0p = 和 1p = ，由零阶形变方程(2.6)易知 ( ) ( )0, ;0 ,r t u r tΦ = 和 ( ) ( ), ;1 ,r t u r tΦ = ，因此得到：当 p

由 0 增大到 1 时， ( ), ;r t pΦ 由初值猜测 ( )0 ,u r t 变化到精确解 ( ),u r t 。 
设 

( ) ( )
0

, ;1,
!

m

m m
p

r t p
u r t

m p
=

∂ Φ
=

∂
,                           (2.7) 

根据向量值函数的泰勒定理，把 ( ), ;r t pΦ 关于 p 展成泰勒级数 

( ) ( ) ( )0
1

, ; , , m
m

m
r t p u r t u r t p

+∞

=

Φ = +∑ .                        (2.8) 

合理选择辅助线性算子，初值猜测解，辅助参数 和辅助函数 ( )H t ，则当 1p = 时，(2.8)中右边的级

数收敛。 
因此 

( ) ( ) ( )0
1

, , ,m
m

u r t u r t u r t
+∞

=

= +∑ .                          (2.9) 

定义向量 

( ) ( ) ( ){ }0 1, , , , , ,m mu r t u r t u r t= u .                     (2.10) 

对零阶形变方程(2.6)关于 p求导 m次，再除以 !m ，最后令 0p = 得到 

( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , ,m m m m mL u r t u r t H t R r tχ − −− =   u ,                (2.11) 

这里 

0, 1
1, 1m

m
m

χ
≤

=  >
,                            (2.12) 

且 

( ) ( )
( )( )1

1 1

0

, ;1, ,
1 !

m

m m m

p

N r t p
R r t

m p

−

− −

=

∂ Φ
=

− ∂
u .                 (2.13) 

由等式(2.8)和(2.13)可得 
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( ) ( ) ( )
1

1 1
0 0

1, , ,
1 !

m
n

m m nm
n p

R r t N u r t p
m p

− +∞

− −
= =

 ∂  =   − ∂   
∑u                  (2.14) 

由于等式(2.11)是线性的，所以使用符号软件 Mathematica 或 Maple 可解出其解析近似解。 

3. 数值模拟 

考虑如下 Michelson 的异宿轨道 

1 2

2 3
2 2

3 2 1 2

x x
x x

x c x x

 =


=
 = − −







                                 (3.1) 

取 
0.84952c =                                        (3.2) 

初始条件 

( ) ( ) ( )1 2 3
14850 0, 0 , 0 0
722

x x x= = − =                            (3.3) 

Michelson 系统(3.1)满足初始条件(3.3)的精确解为 

( ) ( ) ( )3
1 9 tanh 11tanhx t t tα β β = − +                             (3.4a) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 9 sec 33 sec tanhx t h t h t tα β β β β β = − +                   (3.4b) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 4 2 2 3
3 18 sec tanh 11 6 sec tanh 6 sec tanhx t h t t h t t h t tα β β β β β β β β β = + −    (3.4c) 

这里 

3 115 11 19 , 11 19, 2 0.84952
2

cα β α= = = ≈                  (3.5) 

选择基函数为{ }e 0,1,2,3,nt n− = 
，根据解表达原则和系数遍历原则[14]，我们选择这样一种初值近

似 ,0
1

e
jN

jt
i j

j
x a −

=

= ∑ ， jN 是正整数。根据初值函数的基，这里选择如下初值猜测： 

( ) 2 3
1,0

5 3e 4 e e
2 2

t t tx t k k k− − −= − + −                            (3.6a) 

( ) 2 3
2,0

5 9e 8 e e
2 2

t t tx t k k k− − −= − +                            (3.6b) 

( ) 2 3
3,0

5 27e 16 e e
2 2

t t tx t k k k− − −= − + −                            (3.6c) 

线性算子 

( )
( )
( )

( )

( )

( )

1

1

2
2

3
3

;

;
;;

; ;

t q
tt q
t qt qL
t

t q t q
t

φ

φ
φφ

φ
φ

∂ 
 

∂  
   ∂=   

∂   
   ∂

 
∂ 

                              (3.7) 
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非线性算子 

( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
2

1
2

2 3

3 23 2
2 1

;
;

;
;

; ;
; ;

( ; ) ; 2

t q
t q

tt q
t q

t qN t q
t

t q t q
c t q t q

t

φ
φ

φ
φ

φ φ

φ φ
ϕ φ

∂ 
− 

∂  
 ∂ 

= −   ∂  
   ∂

− + +     ∂ 

                       (3.8) 

零阶形变方程 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

1 1,0 1

2 2,0 2

3 3,0 3

; ;
; ;1
; ;

t q x t t q
t q x t t qq L q H t N
t q x t t q

φ φ
φ φ

φ φ

−   
   

−− =   
   −   


                        (3.9) 

m 阶形变方程 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( )
( )
( )

1, 1, 11, 1, 1

2, 2, 1 2, 2, 1

3, 3, 1 3, 3, 1

m mm m m

m m m m m

m m m m m

Rx t x t
x t x tL H t R
x t x t R

χ
χ

χ

−−

− −

− −

 −    
 − = 
  −     

x

x

x

                        (3.10) 

设 

( ) e tH t −=                                      (3.11) 

根据初值条件和初值猜测知 

( ) ( ) ( ) ( )1, 2, 3,0 0, 0 0, 0 0 1m m mx x x m= = = ≥                       (3.12) 

且 

( ) ( ) ( )1, 1, 1 1, 1 2, 1m m m mR x x t x t− − −′= −
                             (3.13a) 

( ) ( ) ( )2, 1, 1 2, 1 3, 1m m m mR x x t x t− − −′= −
                             (3.13b) 

( ) ( ) ( ) ( )
1

2
3, 3, 1 3, 1 2, 1 1, 1, 1

0

1 1
2

m

m m m m i m i m
i

R x x t x t x x cχ
−

− − − − −
=

′= + + − −∑

               (3.13c) 

求解 m 阶方程(3.10)，得到 

( ) ( ) ( )1, 1, 1 1, 1, 1
0

e d
t

s
m m m m mx t x t R sχ −

− −= + ∫ x                         (3.14a) 

( ) ( ) ( )2, 2, 1 2, 2, 1
0

e d
t

s
m m m m mx t x t R sχ −

− −= + ∫ x                        (3.14b) 

( ) ( ) ( )3, 3, 1 3, 3, 1
0

e d
t

s
m m m m mx t x t R sχ −

− −= + ∫ x                        (3.14c) 

可解得 

( )
3 2

1,1
4455e 2970e 7425e

1444 361 1444

t t t

x t
− − −

= − + −                         (3.15a) 
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( )
3 2

2,1
13,365e 5940e 7425e

1444 361 1444

t t t

x t
− − −

= − − +                     (3.15b) 

( )
7 6 5

3,1

4 3 2

1,302,345 19,847,025e 2,205,225e 20,729,115e
3,648,988 29,191,904 521,284 2,085,136
3,274,425e 211,782,285e 54,945e 160,875e

260,642 4,170,272 1444 27,436

t t t

t t t t

x t h

h h h h

− − −

− − − −

= − + − +

+ − + −

          (3.15) 

从而异宿轨道 m阶解析近似可表示为 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 3, ,x t x t x t x t=                             (3.16) 

这里 

( ) ( ) ( ) ( )1 1,0 1,1 1,mx t x t x t x t= + + ⋅⋅⋅ +                            (3.17a) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2,0 2,1 2,mx t x t x t x t= + + ⋅⋅⋅ +                           (3.17b) 

( ) ( ) ( ) ( )3 3,0 3,1 3,mx t x t x t x t= + + ⋅⋅⋅ +                            (3.17c) 

在同伦分析方法中，等式(2.6)中存在着非零辅助参数，辅助参数 可用来控制解的级数收敛。因此

当控制收敛参数 的取值范围确定之后，便可得到所研究问题的近似解。通过画  -曲线可以选择参数的

有效区域，在 的有效区域确保近似解{ },0 1, 2,3ix n = 是收敛的。因此，在有效区域里可以任意选择 的

值。 
图 1 给出了系统十阶近似解三阶导数的 曲线，易知级数 ( )1 0x′′′ , ( )2 0x′′′ 和 ( )3 0x′′′ 在区间 ( )1.4, 0.4h∈ − −

是收敛的。因此，在区间 ( )1.4, 0.4− − 可任意选取 的值，这里我们选择 1= − 进行计算。图 2 对

( ) ( )1,2,3ix t i = 的 35 阶、42 阶的时间历程曲线与精确解进行了对比，显然，42 阶近似解的近似程度要

比 35 阶近似解要好。图 3 对 42 阶近似解的相图与精确解做了比较。当然为了得到更精确的解，我们可

以适当的增加计算的阶数，从而增加级数解的项数。 

4. 收敛定理 

定理 1 如果等式(2.9)中的级数解收敛，则 ( )1
1

, , 0m m
m

R r t
∞

−
=

=∑ u 。 
 

 

( )1 0 ~x′′′   ( )2 0 ~x′′′   … ( )3 0 ~x′′′   

Figure 1. The  -curve of ( )1 0x′′′ , ( )2 0x′′′  and ( )3 0x′′′  
obtained from the tenth-order approximation of Equation 
(3.1) 
图 1. 系统十阶近似解三阶导数的 曲线 
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30-order approximate solution … 42-order approximate solution exact solution 

Figure 2. Comparison of the phase portrait curves of the 30 and 42-order approximate solution with the exact solution 
图 2. 系统解析近似解的 30 阶，42 阶近似的时间历程曲线与精确解的比较 

 

  

 
Approximatesolution exactsolution 

Figure 3. Comparison of the phase portrait curves of the 42-order approximate solu- tion with the 
exact solution. 
图 3. 系统解析近似解的 42 阶近似与精确解的比较 

 

证明：由于级数 ( )
0

,m
m

u r t
∞

=
∑ 收敛，设 

( ) ( )
0

,m
m

S t u r t
∞

=

= ∑ ,                                   (4.1) 
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且 

( )lim , 0mm
u r t

→∞
= .                                 (4.2) 

根据等式(2.12)，知等式(2.11)满足 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1
1

1 2 1 3 2 1

, ,

, , , , , , ,

, .

n

m m m
m

n n

n

u r t u r t

u r t u r t u r t u r t u r t u r t u r t

u r t

χ −
=

−

−  

= + − + − + + −

=

∑
      (4.3) 

由等式(4.2)，可得 

( ) ( ) ( )1
1

, , lim , 0m m m mmm
u r t u r t u r tχ

∞

− →∞=

− = =  ∑ .                 (4.4) 

由于 L 是线性算子，因此有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

, , , , 0m m m m m m
m m

L u r t u r t L u r t u r tχ χ
∞ ∞

− −
= =

− = − =      ∑ ∑ .         (4.5) 

根据等式(2.11)和(4.5)，可知 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

, , , , 0m m m m m
m m

L u r t u r t H t R r tχ
∞ ∞

− −
= =

− = =  ∑ ∑ u .              (4.6) 

因此假设 0≠ 和 ( ) 0H t ≠ ，从而有 

( )1
1

, , 0m m
m

R r t
∞

−
=

=∑ u .                             (4.7) 

定理 2 如果等式(2.9)中的级数收敛。那么，它一定是系统(2.1)的解。 
证明 把等式(2.14)带入等式(4.7)，得到 

( ) ( ) ( )
1

1 1
1 1 0 0

1, , , 0
1 !

m
n

m m nm
m m n p

R r t N u r t p
m p

−∞ ∞ ∞

− −
= = = =

 ∂  = =  − ∂   
∑ ∑ ∑u .            (4.8) 

设 

( ) ( )
0

, ; , n
n

n
r t p N u r t pε

∞

=

 =   
∑                          (4.9) 

是等式(2.1)的残差，在 0p = 处可以把它展成如下泰勒级数 

( ) ( ) ( )
0

0 00

0

,
, ;

, ;
! !

m n
m nm m

n
m m

m mp

p

N u r t p
r t p p pr t p

m mp p
ε

ε

∞

∞ ∞
=

= ==

=

 ∂  ∂  = =
∂ ∂

∑
∑ ∑ .            (4.10) 

设 1p = 有 

( ) ( ) ( )
0

0 00

0

,
, ;1 1, ;1 0

! !

m n
m n

n
m m

m mp

p

N u r t p
r t p

r t
m mp p

ε
ε

∞

∞ ∞
=

= ==

=

 ∂  ∂  = = =
∂ ∂

∑
∑ ∑ .           (4.11) 
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因此，等式(2.9)的级数是系统(2.1)的一个解。 

5. 小结 

本文用同伦分析方法得到了非线性动力学系统异宿轨道的近似解析解。考虑了自治系统(1.1)，由此

给出了同伦分析方法的求解过程。该方法通过一种巧妙的途径控制近似级数的收敛，并给出了其收敛定

理的证明过程。该方法通过一种巧妙的途径控制近似级数的收敛，并给出了其收敛定理的证明过程。同

伦分析方法的基本思想与其他分析方法不同，数值对比也说明了该方法的有效性和实用性。 
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