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Abstract 
Nonlinear dynamic characteristics of the permanent magnet synchronous motor system are inves-
tigated in this paper. All the equilibriums of the system and their stabilities are studied. Using the 
Hopf bifurcation theorem and the first Lyapunov coefficient, the conditions and the type of Hopf 
bifurcations for the system are investigated. With the Runge-Kutta method, the phase portraits of 
the system are given, which verify the analytical results. 
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摘  要 

这篇文章研究了一类永磁同步电机系统的非线性动力学特性。给出了该系统的所有平衡点及其稳定性，

并利用Hopf分岔定理和第一李雅普诺夫系数研究了系统产生Hopf分岔的参数条件和类型。最后利用

Runge-Kutta方法对系统进行数值模拟，给出了系统的相图，验证了理论分析的结果。得出当c > c0时，

系统出现次临界分岔。 
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永磁同步电机，稳定性，Hopf分岔 

 
 

1. 引言 

永磁电机是现代材料科学、电子电力科学及电动机控制理论相结合的产物。永磁电机是利用永磁材

料产生磁场，替代传统电机由电流励磁产生的磁场，使得永磁电机具有结构简单、运行可靠、体积小、

重量轻、损耗低、效率高，电机的外型和尺寸可以灵活多变等显著特点[1]。随着国际社会对低碳经济和

节能减排要求的日益提高，永磁同步电机传动系统凭借其性能优势在伺服系统[2] [3]、电动汽车[4]、轨

道交通[5]、采暖通风、石油、钻井、电梯[6]、流程工业、船舶推进[7]、风力发电[8]、航空航天和国防等

诸多领域获得了越来越广泛的应用。永磁同步电机是众多高新技术和高新技术产业的基础，它与电力电

子技术和微电子控制技术相结合，可以制造出许多新型的、性能优异的机电一体化产品和装备，代表了

21 世纪电机发展的方向[9]。因此，对该模型的动力学研究具有重要的理论和实际意义。 
本文对一类永磁同步电机模型，研究了该系统平衡点的稳定性和 Hopf 分岔；利用数值模拟，验证了

理论分析的结果。 

2. 数学模型 

当同步磁阻电机中没有励磁绕组和阻尼绕组，相应的系统方程为[10]  
d

d
d

d
d

d

as
as s as

bs
bs s bs

cs
cs s cs

v R i
t

v R i
t

v R i
t

ψ

ψ

ψ

 = +

 = +



= +


                                  (1) 

其中， , ,as bs csv v v 是定子相电压； , ,as bs csi i i 是定子相电流； , ,as bs csψ ψ ψ 是定子磁链； sR 是钉子电阻。通过

适当的时间变换、变量变换和状态变量变换[11] [12]，同步磁阻电机驱动方程可以简化为[10] 

d
d
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d
d
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x bx yz
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y y xz cz
t
z xy az
t

 = − +

 = − − +



= −

                                  (2) 

其中 , ,a b c 是正常数。 



刘珊珊 等 
 

 
95 

3. 系统的平衡点及稳定性分析 

显然 O(0, 0, 0)是系统的平衡点非零平衡点可以通过解下列方程组获得 

2

2

0x cx a
y ab

xyz
a






− + =
=

=




                                      (3) 

1) 当 2 4 0c a∆ = − < ，只有一个平衡点(0, 0, 0)； 

2) 当 2 4 0c a∆ = − = ，有三个平衡点 ,
2 2
c c bab

a
 

± ±  
 

， ；(0, 0, 0)；  

3) 当
2 4 0c a∆ = − > ，有五个平衡点

2 4 , ,
2

c c a xyab
a

 ± −
 ±
 
 

；(0, 0, 0)。 

显然，平衡点(0, 0, 0)是稳定的结点，因为相应的特征值都为负数，即 , , 1a b− − − 。下面讨论非零平衡

点的稳定性。 
系统在点 ( )0 0 0,,s x y z+ 处对应矩阵为 

1
eq eq

eq eq

eq eq

b z y
A z c x

y x a

 −
 

= − − − 
 − 

                                  (4) 

其中
2

0
4

2
c c ax + −

= ， 0y ab= ， 0 0
0

x y
z

a
= 。 

系统在 ( )0 0 0, ,s x y z− − − − 和 ( )0 0 0,,s x y z+ 处有相同的特征多项式。即 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 21 2eq eq
bf a b a x b a x
a

λ λ λ λ= + + + + + + +                     (5) 

通过运用 Routh-Hurwitz 稳定性准则，平衡点渐进稳定的条件可以表示为 

( )
( ) ( )

( )

2

2

2 0

3 1 1
0

1

eq

eq

b x a

ab a b b a b x
a a b

 − >
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 + + − − −

>
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                             (6) 

4. Hopf 分岔分析 

由 Hopf 分岔定理[13]，当系统中有一对复数特征值满足下列条件时，系统将产生 Hopf 分岔。 

( )
( )
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=
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                                   (7) 

其中， 0c 是系统发生分岔时 c 的关键值。 
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因为在(0, 0, 0)点没有类似 1,2 iλ ω= ±  ( )0ω > 的特征根，所以在(0,0,0)点系统不会发生 Hopf 分岔。 
若方程(5)有纯虚根 1,2 iλ ω= ±  ( )0ω > ，则有 

( ) ( ) ( )3 2 2 21 2 0eq eq
bi a b a x i b x a
a

ω ω ω− − + + + + + − =                       (8) 

通过将实部和虚部分离，可得 

( )
( )

2 2

2
2

2

1
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b a x
a
b x a

a b
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 = +
 − = + +

                                  (9) 

对于正的 a, b, c 和 n 的存在，参数必须满足以下条件： 

( )

2

2

1 0
0

3 1
1

eq

eq

a b
x a

a a b
x

a b


 − − >
 − >
 + + =
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                                (10) 

若 a 和 c 为正值，那么

2
2 4

2
c c a a
 − −

< 
  

。所以，若有一组对称的平衡点
2 4 , ,

2
eq eqx yc c a ab
a

 − −
 ±
 
 

存在，他们一定不会满足式(7)所示分岔条件，而且从式(6)中可知，它们总是不稳定的。而通过将
2 4

2eq
c c ax + −

= 代入式(10)中，可获得发生 Hopf 分岔时 c 的关键值 

( )( )0 4
1 3 1

ac a
a b a b

=
− − + +  

                            (11) 

相应的特征值可以表示为 

( )1

2
0

2,3 0 0

1

4
2

a b

c a
i bc c

a

λ

λ

= − + +

 −
 = ± +
 
 

                              (12) 

显然，从式中(6)可以看出，当 c 足够大但仍小于关键值 0c 时，一对平衡点
2 4 , ,

2
eq eqx yc c a ab
a

 + −
 ±
 
 

为稳定的。一旦超过了关键值，这对平衡点将变成不稳定的鞍点。 
下面利用第一李雅普诺夫系数[14]讨论 Hopf 分岔的超(次)临界性。假设 nC 是一个定义在复数域 C 的

线性空间，对任意向量 ( )T
1 2, , , nx x x x=  ， ( )T

1 2, , , ny y y y=  ，其中 ( ), 1, 2, ,i ix y C i n∈ =  ， 

1, n
i iix y x y

=
= ∑ 。 

下面引入范数 ,x x y= ,这样 nC 是一个 Hibert 空间。我们考虑以下线性系统： 

( ) , nx Ax F x x R= + ∈                                  (13) 

其中 ( ) ( )2F x O x= 是光滑的函数。 
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( ) ( ) ( ) ( )41 1, , ,
2 6

F x B x x C x x x O x= + +                           (14) 

其中 ( ),B x x 和 ( ), ,C x x x 分别是双线性和三次函数。 
若方程(4)的矩阵A有一对纯虚根 ( )1 2 0iλ ω ω= ± >， ， nq C∈ 是A的对应于 1λ 的特征向量，有 Aq i qω= ，

Aq i qω= − ，同时引入伴随向量 np C∈ ，满足 TA p i pω= − ， TA p i pω=  ，并且 , 1p q = . 
现在引入变换 

eq

eq

eq

X x x
Y y y
Z z z

 = −
 = −
 = −

                                     (15) 

则平衡点 ( ), ,eq eq eqx y z 可以平移到原点 ( )0,0,0 。 
根据在平衡点 ( )0,0,0O 处的第一李雅普诺夫系数定理有 

( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) }

1
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2
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当 6a = ， 1b = 时， 0
66
5

c = ，
65
5

x = ， 6y = ， 5z = 。 

此时， 

1 5 6
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5
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5
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 
 

− 
 

                                  (17) 

接下来计算矩阵 A 相应的向量 p、q，满足 Aq i qω= ， TA p i pω= − ，且 , 1p q = 。其中 

T
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2346 23 6 46 23 6
i

i
q i
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=                          (18) 
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q 表示与 q 共轭的向量。 
对于该系统，双线性和三线性函数分别是 

( ) ( )T,B X X yz xz xy′ ′ ′ ′= −                                (21) 

( ) ( )T, , 0 0 0C X X X′ ′′ =                                 (22) 

则 

( )

7 5 30
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 

+ 
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                                 (23) 
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系数矩阵的逆矩阵是 

1
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令 
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所以 

( ) 820 72105 945 48070, ,
1286528 1447344 6

ip B q s
i

− +
=

+
                        (28) 

令 

( ) ( )1
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i
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i
i

qi E Aω −

 − +
 

+ 
 + ′ = −
 +
 
− + 

 − − 

=                     (29) 

则 

( )
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2555 138 3120 690 21840 115 2190 23
,
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i
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i
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所以 

( ) 0.07789334316 0.02819563309, ,p B q is = +′                        (31) 

因此有 

( ) ( ) ( )( )(
( ) ( )( ) )

1
1

1

10 Re , , , 2 , , ,
2

, , 2

0.002948073883

,

0

l P C q q q p B q A B q q

p B q i E A B q q

ω

ω

−

−

= −

+ −

>=

                    (32) 

从而在这组参数下，该 Hopf 分岔类型是次临界的。 

5. 数值模拟 

下面利用 Runge-Kutta 方法对系统进行数值模拟。取初值 ( ) ( ) ( )0 4, 0 2, 0 1x y z= = = 。 

当 6a = ， 1b = ， 05.5c c= < 时， ( )y t 与 ( )z t 的关系如图 1 所示。 

当 6a = ， 1b = ， 07.0c c= > 时， ( )y t 与 ( )z t 的关系如图 2 所示。 
由图 1 我们可以看出随着 t 的增大， ( )y t 与 ( )z t 最终趋向于平衡点(4, 2)；由图 2 可以看出在平衡点

附近首先出现一个周期解，随着时间 t 的增大， ( )y t 和 ( )z t 最终趋于平衡点(0, 0)，这与理论分析的结果

是一致的。 

6. 结论 

这篇文章利用解析和数值方法研究了一类永磁同步电机的局部动力学行为。分析了同步磁阻电机的

平衡点的稳定性并利用 Hopf 分岔定理和第一李雅普诺夫系数分析了系统发生 Hopf 分岔的条件和类型， 
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Figure 1. Projection of the phase portrait in y-o-z plane 
图 1. 相图在 y-o-z 平面上的投影 

 

 
Figure 2. Projection of the phase portrait in y-o-z plane 
图 2. 相图在 y-o-z 平面上的投影 

 
得出当 0c c> 时，系统出现次临界分岔。为这类模型的分析提供了理论参考。 
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