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Abstract 
For a class of (1 + 2)-dimensional nonlinear Schrödinger equations, 8-dimensional subalgebra of 
the infinite Lie algebra is found and its one optimal system is constructed. By further reduction 
with its symmetry we obtain the corresponding ordinary differential equations. Solving the ordi-
nary differential equations, one finds some exact invariant solutions of the Schrödinger equations. 
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摘  要 

本文中，作者用对称方法研究了一类(1 + 2)-维非线性薛定谔方程组。首先，给出了它的无穷维Lie代数

及其8-维有限子代数，并计算确定了该有限维8-维子代数的1-维子代数优化系统；其次，用获得的优化

系统对原(1 + 2)方程进行了对称约化，化其为一系列低维方程；第三，对已经约化的低维方程再次用对

称方法进行约化获得一系列常微分方程；解该常微分方程得到了原(1 + 2)-维薛定谔方程组的精确解。 
 
关键词 

非线性薛定谔方程，Lie对称，优化系统，不变解 

 
 

1. 引言 

本文用 Lie 对称方法研究了求解如下(1 + 2)-维非线性立方薛定谔方程(2D-CNLS) 
2 2

2
2 2

222 2

2 2 2

2 0,

0,

u u ui u uv
t x y

uv v
x y x

ρ

δ

 ∂ ∂ ∂
+ + + − = ∂ ∂ ∂


∂∂ ∂ + − =∂ ∂ ∂

                            (1) 

的精确解的问题，其中 ,u v 是自变量 ( ), ,t u v 的复函数， ,ρ δ 是常数。该方程组在诸多科学领域有重要的

应用，包括非线性光学、超导电性、量子力学和等离子物理等，它也可以作为研究 Bose-Einstein 的简化

模型[1]-[4]。方程(1)也描述地球引力下 2-维水波的传播[1] [2]。对方程(1)的精确求解已经有了一些研究

[1]-[4]。在文[3]中作者用双线性方法给出了快速下降解，在[4]中给出了相似约化结果[4]。据作者所知该

方程的对称优化系统下的分析和求解还没有讨论。本文中，我们利用 Lie-对称方法对该 2D-CNLS 方程的

求解问题进行了研究。确定其拥有 Lie 代数及其优化系统，将方程约化为常微分方程组，进而精确求解。 
本文框架如下：在第二节给出了方程(1)的 Lie 对称的无穷维 Lie 代数 L∞。为了应用方便我们确定了

其一个 8-维子代数 8L ；在第三节计算确定了该 8-维子代数 8L 的一维优化系统；在第四节，用得到得优化

系统对方程组(1)给出了第一次约化。把(1)化为一系列低维方程组；在第五节，对第四节获得的低维方程

继续用其对称进一步约化获得一系列常微分方程组。至此把原(1 + 2)维 2D-CNLS 方程(1)约化为一系列常

微分方程；在第六节，我们通过约化的常微分方程的求解获得原 2D-CNLS 方程(1)的精确。 

2. 方程组(1)的 LIE 代数 

在本节我们将确定 2D-CNLS 方程组(1)的 Lie 代数(对称)。为了得到 Lie 代数，考虑单参数 Lie 对称

群的无穷小变换[5] 

( ) ( )
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2

2

2

2

2

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

, , , , ,

t t t x y u v O

x x t x y u v O

y y t x y u v O

u u t x y u v O

v v t x y u v O

ετ ε

εξ ε

εζ ε

εη ε

εφ ε

∗

∗

∗

∗

∗

 = + +

 = + +

 = + +


= + +

 = + +

                             (2) 



徐冬冬，朝鲁 
 

 
20 

其中 ε 是群参数，则其对应的 Lie 代数的生成元是 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
, , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , ,

X t x y u v t t x y u v x t x y u v y

t x y u v u t x y u v v

τ ξ ζ

η φ

= ∂ + ∂ + ∂

+ ∂ + ∂
 

用文献[6] [8] [9]中给出的方法，我们求解 , , ,τ ξ ζ η 和φ 满足的确定方程组，得到 

( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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            (3) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t t t tτ ξ ς φ 是任意函数。由此可知 2D-CNLS 方程组拥有 Lie 代数是无穷维的，其可应用于

约化(1)的子代数很多。本文中选择任意函数 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,t t t tτ ξ ς φ 为如下形式 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( ) ( ) ( )
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从而获得一个 8-维 Lie 子代数，其无穷小变换生成元为： 

1X t= ∂ ， 2X x= ∂ ， 3X y= ∂ ， 4 2X t t y iyu u= −∂ + ∂ + ∂ ， 

5 2X x itu u v= −∂ + ∂ − ∂ ， ( )6 2 1X t x i x u u= ∂ − + ∂ ， 

7 2 2X t t x x y y u u v v= ∂ + ∂ + ∂ − ∂ − ∂ ， 8X iu u= ∂ 。 

对以上生成元通过等价转换 1 1 2V X= ， 4 1 4V X X= + ， 5 2 5V X X= + ， 6 6 8V X X= + 和 i iV X= ，

( )2,3,7,8i = 获得等价生成元 

1 2 3 4 5

6 7 8

1 , , , 2 , 2
2
2 , 2 2 , .

V t V x V y V t y iyu u V itu u v

V t x ixu u V t t x x y y u u v v V iu u

= ∂ = ∂ = ∂ = ∂ + ∂ = ∂ − ∂

= ∂ − ∂ = ∂ + ∂ + ∂ − ∂ − ∂ = ∂
                 (4) 

下面我们基于(4)研究(1)的约化和精确求解问题。 
表 1 中给出了生成元(4)的交换关系。这种交换关系是计算由(4)生成 Lie 代数 8L 优化系统的基础。 

3. Lie 代数 L8 的 1-维优化系统 

在这部分，我们将给出由(4)生成的 Lie 代数 8L 的 1-维优化系统。构造 Lie 代数 1-维优化系统等价于

在该 Lie 代数伴随群变换下的子代数分类问题。 
伴随群变换由以下 Lie 级数给出： 

( )( ) ( ) ( ) [ ] [ ]
2

0
exp , , ,

! 2!
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i i i i i
n

V Ad V V adV V V V V V V V
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ε εε ε

∞
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，           (5) 
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Table 1. Commutation of the Lie algebra 8L  [7] 
表 1. Lie 代数 8L 的交换表[7] 

,i jV V    1V  2V  3V  4V  5V  6V  7V  8V  

1V  0 0 0 3V  8V  2V  12V  0 

2V  0 0 0 0 0 8V−  2V  0 

3V  0 0 0 8V  0 0 3V  0 

4V  3V−  0 8V−  0 0 0 4V−  0 

5V  8V−  0 0 0 0 0 52V−  0 

6V  2V−  8V  0 0 0 0 6V−  0 

7V  12V−  2V−  3V−  4V  52V  6V  0 0 

8V  0 0 0 0 0 0 0 0 

 
则称V 与V 在伴随群下等价，记为V V≈  。 

因此，在表 2 中给出了伴随变换 ( )( )exp i jAd V Vε ，其中元 ( ),i j 表示 ( )( )exp i jAd V Vε 。 
我们利用文献[4]中给出的方法，计算生成元(4)的 1-维优化系统。过程如下：对于 Lie 代数 8L 的任何

非零元素 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 8V k V k V k V k V k V k V k V k V= + + + + + + + ， 

作用伴随群尽可能的简化系数 ik 。易发现函数 ( ) ( )2
712V kη = 在伴随群作用下似不变的，即

( )( ) ( )Ad g V Vη η= ，V L∞∈ ， g G∈ ，从而我们从该不变量入手讨论各类情况。 

情形 1：若 7 0k ≠ ，不妨设 7 1k = ，进而用 ( )( )5 5exp 2Ad k V− 作用在V 上，用(5)使得 5V 前的系数为

零，即： 

( )( )5 5 1 1 2 2 3 3 4 4 6 6 7 7 8 8exp 2V Ad k V k V k V k V k V k V k V k V= − = + + + + + +      
 。 

同样，依次地 1V ， 2V ， 3V ， 4V 和 6V 生成的伴随群(以下简称 1V ， 2V ， 3V ， 4V 和 6V 的作用)，我们可

以消除V 中 1V ， 2V ， 3V ， 4V 和 6V 前的系数。因此，算子V 等价于 7 8V V aV= + ，其中 a R∈ 。 
情形 2：若 7 0k = ，假设 1 0k ≠ ，不妨设 1 1k = 。依次通过 6V ， 4V 和 5V 的作用，可以使得 2V ， 3V 和 8V

前的系数为零，因此V 等价于 1 4 4 5 5 6 6V V k V k V k V= + + +  
 。由 7V 作用于V 可得 

( )( ) 2 2
7 1 4 4 5 5 6 6exp e e e ea a a aV Ad aV V V k V k V k V− − −= = + + +  

  ， 

即 3 4 3
1 4 4 5 5 6 6e e ea a aV V k V k V k V− − −= + + +  

 ，进一步可使 4V 前的系数为 1+ ， 1− 或 0。这样我们得到

1 4 5 6V V V aV bVε= + + + ，其中 ,a b R∈ ， 1ε = ± 或 0。 
情形 3：若 7 1 0k k= = ，假设 4 0k ≠ ，不妨设 4 1k = 。依次由 1V ， 3V ， 7V 简化V 可得 

4 2 5 6V V V aV bVε= + + + ，其中 ,a b R∈ ， 1ε = ± 或 0。 
情形 4：若 7 1 4 0k k k= = = ， 6 0k ≠ ，不妨设 6 1k = 。依次由 1V ， 2V ， 7V 作用于V 可得 6 3 5V V V aVε= + + ，

其中 a R∈ ， 1ε = ± 或 0。 
情形 5：若 7 1 4 6 0k k k k= = = = ， 2 0k ≠ ，不妨设 2 1k = 。依次由 6V ， 7V 作用于V 可得 2 5 3V V V aVε= + + ，

其中 a R∈ ， 1ε = ± 或 0。 
情形 6：若 7 1 4 6 2 0k k k k k= = = = = ， 3 0k ≠ ，不妨设 3 1k = 。依次由 4V ， 7V 作用于V 可得 3 5V V Vε= + ，

其中 1ε = ± 或 0。 
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Table 2. Adjoint representation of basis element of Lie algebra 
表 2. Lie 代数的基元素的伴随关系 

Ad 1V  2V  3V  4V  5V  6V  7V  8V  

1V  1V  2V  3V  4 3V Vε−  5 8V Vε−  6 2V Vε−  7 12V Vε−  8V  

2V  1V  2V  3V  4V  5V  6 8V Vε+  7 2V Vε−  8V  

3V  1V  2V  3V  4 8V Vε−  5V  6V  7 3V Vε−  8V  

4V  2
1 3 8 2V V Vε ε+ +  

2V  3 8V Vε+  4V  5V  6V  7 4V Vε+  8V  

5V  1 8V Vε+  2V  3V  4V  5V  6V  7 52V Vε+  8V  

6V  2
1 2 8 2V V Vε ε+ −  

2 8V Vε−  3V  4V  5V  6V  7 6V Vε+  8V  

7V  2
1e Vε  2e Vε  3e Vε  4e Vε−  2

5e Vε−  6e Vε−  7V  8V  

8V  1V  2V  3V  4V  5V  6V  7V  8V  

 
情形 7：若 7 1 4 6 2 3 0k k k k k k= = = = = = ， 5 0k ≠ ，不妨设 5 1k = 。由 1V 作用于V 可得 5V V= 。 
最后一种情形，当 7 1 4 6 2 3 5 0k k k k k k k= = = = = = = 时，V 和 8V 是等价的。 
因此，我们得到无穷维 L∞的子代数 8L 的一维优化系统生成元为 

1 2 3
7 8 1 4 5 6 4 2 5 6

4 5 6 7 8
6 3 5 2 5 3 3 5 5 8

; ; ;

; ; ; ; ,

V V aV V V V aV bV V V V aV bV

V V V aV V V V aV V V V V V V V

ε ε

ε ε ε

= + = + + + = + + +

= + + = + + = + = =
            (6) 

其中 a ， b 是任意常数， 1ε = ± 或 0。 

4. 方程组(1)的关于优化系统(6)的第一次约化 

本节将应用优化系统(6)，计算出 2D-CNLS 方程组(1)的对称约化分类。由于过程的类似性，我们只

以 1
7 8V V aV= + 为例给出计算过程，其余的直接给出结果。 

为了用对称约化方程组，我们必须解出对称的不变量，为此求解特征方程。如，生成元 1
7 8V V aV= +

对应的特征系统为 
d d d d d
2 2
t x y u v
t x y u iau v
= = = =

− + −
，                            (7) 

求解该方程组得到 1V 的不变量如下 

( )
1
2

1 , ,z t x y xt
−

= , ( )
1
2

2 , ,z t x y yt
−

= , ( )
1

2
1 1 2,

ia

H z z ut
−

= , ( )2 1 2,H z z vt= . 

令 

( )
1

2
1 1 2,

ia

u H z z t
−

= , ( )2 1 2,v H z z t=                            (8) 

将(8)带入(1)得到(1)的约化方程为 

( )
( )

2 2
21 1 1 1

2 1 1 1 22 2
2 12 1

222 2
12 2

2 2 2
1 2 1

2 2 4 0,

0.

H H H Hi z z H H i a H
z zz z

HH H
z z z

ρ

δ

    ∂ ∂ ∂ ∂
− − + + − − − =    ∂ ∂∂ ∂   


∂∂ ∂

+ − = ∂ ∂ ∂

             (9) 

这个方程相比(1)少了一个自变量。 
使用(6)中的其它生成元同样得到(1)的其他约化方程，结果列在表 3 中。 
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Table 3. The first reductions of (1) by optimal system (6) 
表 3. 方程组(1)关于优化系统(6)的第一次约化 

生成元 约化方程 不变量 

1
7 8V V aV= +  ( )

2 2
1 1 1 1

2 12 2
2 1 2 1

2

1 1 2

2

2 4 0,

H H H H
i z z

z z z z

H H i a Hρ

   ∂ ∂ ∂ ∂
− − +   ∂ ∂ ∂ ∂   

+ − − − =

 

A 

( )222 2
12 2

2 2 2
1 2 1

0;
HH H

z z z
δ
∂∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂

 

2
1 4 5 6V V V aV bVε= + + +  

( )
2 2

21 1
1 2 1 2 12 2

1 2

2 2 2 0
H H

H z bz H H
z z

ε ρ
∂ ∂

− + − + − =
∂ ∂

， 

B 
( )222 2

12 2
2 2 2
1 2 1

0
HH H

z z z
δ
∂∂ ∂

+ − =
∂ ∂ ∂

; 

3
4 2 5 6V V V aV bVε= + + +  

( )( )
22 2

1 1 1
1 2 1 12 2

1 2 2

2
22 2 21

1 1 1 1 1 1 22
2

1 2 4 2
2

4 2 2 4 0,

H H H
i bz bz az bz i

z z H

z
H z H b b i iz ib z abz z

z

ε ε

ρ ε

 ∂ ∂ ∂ + + − + − +  ∂ ∂ ∂   
 

+ + + + + + = 
 

 

C 

( )222 2
12 2

1 1 2 2
2 2

0
2

HH
bz z

z z
ε δ

∂  ∂ + + − =   ∂ ∂   
; 

4
6 3 5V V V aVε= + +  

( )

( )

2
2 2 1 1 1
1 1 12

2 1 2

2 2
1 1 1 1 1 1 2

4 4

2 2 2 4 0,

H H H
z iz z a

z z z

z H i z H a z z H

ε ε
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D 

( )
( )222

12 2 22
1 2 2

2 2

4 0
HH

z
z z

ε ε δ
∂∂

+ − =
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; 

5
2 5 3V V V aVε= + +  

( )

( )

2
2 1 1 1

12
2 1 2

2 2 2
1 1 1 2

1 4

4 2 0,

H H H
a i a z

z z z

H H z H

ε

ρ ε
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E 
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( )222

12 22
2 2
2 2

1 0
HH

a a
z z

δ
∂∂

+ − =
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; 

6
3 5V V Vε= +  

( )
2

2 2 21 1
1 1 1 22

2 1

4 2 0
H H

i H H z H
z z

ρ ε
∂ ∂

− − − − =
∂ ∂

， 

F 
( )222

12
2 2
2 2

0
HH

z z
δ
∂∂

− =
∂ ∂

; 

7V 或 8V  不能得到约化方程 G 

其中：A：
1
2

1z xt
−

= ，
1
2

2z yt
−

= ， ( )
1

2
1 1 2,

ia

u H z z t
−

= ， ( )2 1 2,v H z z t= ；B： 2
1 2z x bt= − ， 2

2 2z y tε= − ， ( ) ( )2 2 2 22 3 4 3 3 4
3

1 1 2, e
it at b t bx y t

u H z z
ε ε+ − + −

= ，

( )2 1 2, 2v H z z at= − ；C： 1z t= ，
( )

2

2
2

y bt
z x

t
ε+

= − ， ( )
( )2 2

2

8 4 2 2

8
1 1 2, e

iy at btx ty tyb by

tu H z z
ε− + + +

= ， ( )2 1 2,
2
ayv H z z

t
= − ；D： 1z t= ， 2 2

xz y
t

ε
= − ，

( )
2

4
1 1 2, e

ixiax
tu H z z

−
= ， ( )2 1 2,

2
axv H z z

t
= − ；E： 1z t= ， 2z y ax= − ， ( ) 2

1 1 2, e itxu H z z ε= ， ( )2 1 2,v H z z xε= − ；F： 1z t= ， 2z x= ， ( ) 2
1 1 2, e ityu H z z ε= ，

( )2 1 2,v H z z yε= − 。 
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5. 通过表 3 中约化方程第二次约化 2D-CNLS 方程组(1) 

对表 3 中 A 到 F 的每一个方程再运用与第四节采用的相同的对称约化过程，就得到表 3 中方程的进

一步降维。从而得到原方程(1)的进一步约化，即相应的常微分方程。 
我们以表 3 中的 F 对应的方程为例，给出方程组(1)的第二次约化过程。取 1ε = ± ，我们得到如下方

程组 

( )
( )

2
2 21 1

1 1 1 22
12

222 12
2 2
2 2

4 2 0,

0,

H Hi H H z H
zz

HH
z z

ρ

δ

∂ ∂
− − − − = ∂∂


∂∂

− = ∂ ∂

   ,ρ δ 为常数                 (10) 

方程组(10)的 Lie 代数对称群为 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 2, , , , , , , , , , , ,Y z z H H z z z H H z z z H H H z z H H Hτ ξ η φ= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ 。 

用文献[8] [9]中的方法解 , ,τ ξ η和φ 的决定方程组，即 

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 2 1 3

1 2 1 2 2 1

2
1 2 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1

3 2
1 2 1 1 2 1 2 1 3 1 2 1

,
1 ,
2

4 2 2,

2 8 4 6 4 2 4,

c z c z c

z z c z c z

H z i z H c H c iH h z iz H z

z H z i c H z c z c h z z z

τ

ξ ξ

η ξ

φ ξ

 = + +

 = + +


′ = − − − − −

 ′ ′′= − − − + − − − + +

           (11) 

其中 1c ， 2c ， 3c 是任意的常数， ( )1zξ ， ( )1h z 是任意的函数。 
方程组(10)拥有的 Lie 代数也是无穷维的，且有结构： 3 0L L L∞ = ⊕ 。 
其中 0L 是以下在(11)中含有任意函数的生成元 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

0
1 1 2 1 2 1

2 1 2

0
2 1 1

1 2

1 1 ,
2 4

1 ,
2

Y z iz u z z z
z H H

Y iuh z h z
H H

ξ ξ ξ∂ ∂ ∂ ′ ′′= − + ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ′= +
 ∂ ∂

                    (12) 

确定的无穷维子代数， 3L 是(11)中任意常数对应的有限维部分。 3L 的一组基为 

( ) ( )
( )

2 2 3
1 1 1 1 2 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2

2
2 1 1 2 2 1 1 2 1 2

3 1 1 2

4 2 8 4

1 1 6
2 2

4

Y z z z z z iH z z H H z H z i H

Y z z z z H H H z H

Y z z H

 = ∂ + ∂ − + ∂ − + + ∂



= ∂ + ∂ − ∂ − + ∂


= ∂ − ∂


             (13) 

类似于表 1 和表 2，对 3L 我们可以得到表 4 和表 5。 

令 1 1 2 2 3 3Y n Y n Y n Y= + + 为 3-维空间 3L 的任意元素。容易发现 ( ) ( )2
2 1 32 4Y n n nη  = − 使伴随群的不变

量。依次由 1 3,Y Y 作用于Y ，可得： 

( )( ) ( )( )1 1 2 2 3 3 3 1exp expY n Y n Y n Y Ad Y Ad Y Yα β= + + =

  
  

其中 
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Table 4. Commutators of (13) 
表 4. (13)的交换表 

 1Y  2Y  3Y  

1Y  0 
1Y−  22Y−  

2Y  1Y  0 
3Y−  

3Y  22Y  3Y  0 

 
Table 5. Commutators of (13) 
表 5. (13)的交换表 

Ad  1Y  2Y  3Y  

1Y  1Y  1 2Y Yε +  2
1 2 32Y Y Yε ε+ +  

2Y  1e Yε−  2Y  3e Yε  

3Y  2
1 2 32Y Y Yε ε− +  3Y  3Y  

 

( ) ( )
( ) ( )

2
1 1 2 3

2 1 2 3

22
3 1 2 3

2 1 2 2 1 2

1 1

n n n n
n n n n

n n n n

β β
α αβ β α

α α αβ αβ

 = + +
 = − + − + −


= + − + −







 

依赖于不变量η的 3 种情形如下： 
情形 1：如果 ( ) 0Yη > ，存在实数 β 使得二次方程 2

1 2 3 0n n nβ β+ + = ，并且取 ( )3 2 32n n nα β= + ，

则 1 3 0n n= =  ，此时， ( )2 0n Yη= ≠ 。因此Y 等价于 2Y 。 

情形 2：如果 ( ) 0Yη < ，令 0=β ， 2 12n nα = ，使得 2 0n = 。由 2Y 作用于Y ，使得 1Y 和 3Y 前的系数

相等。因此Y 等价于 1 3Y Y+ 。 
情形 3：如果 ( ) 0Yη = ，则有两种情况。若 1 2 3, ,n n n 不全为零，我们可以选择α 和 β 使得 1 0n ≠ ，

2 3 0n n= =  ，这时Y 等价于 1Y 。 
总之，3-维子代数的一维优化系统为： 

( )
( )
( )

1
2

2
1 3

3
1

, 0

, 0

, 0

Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y

η

η

η

 = >
 = + <


= =

                          (14) 

因此，我对(10)可用(14)进行约化，约化结果见表 6。 
同样的过程对表 3 种的其他情况可给出约化结果。由于篇幅有限，这里省略。 

6. 方程组(1)的部分精确不变解  

本节通过求解表 6 中的常微分方程，将给出(1)的精确解。 
我们举两个例子说明，其余情形同样处理。  
例 1：对表 6 中的方程  

( )
2

21 1
1 2 12

2
2 1 1 2

d d 4 2 0
dd

w wiz w i w w
zz

w w k z k

ρ

δ


+ + + − =


 = + +

                        (15) 
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Table 6. The second reductions of (1) with 6
3 5V V Vε= +  

表 6. 方程(10)关于 6
3 5V V Vε= + 的简化 

生成元  第二次约化方程 不变量 

1
2Y Y=  

( )
2

21 1
1 2 12

d d
4 2 0

d d
w w

iz w i w w
z z

ρ+ + + − = ， 
A 

2

2 1 1 2w w k z kδ= + + ； 

2
1 3Y Y Y= +  

( )
2

2 21
1 1 22

d
4 8 0

d
w

w w z w
z

ρ− + − = ， 
B 

2

2 1 1 2w w k z kδ= + + ； 

3
1Y Y=  

( )
2

21
1 22

d
2 0

d
w

w w w
z

ρ− − = ， 
C 

2

2 1 1 2w w k z kδ= + + ； 

其中：A： ( )1 1 1H w z z= ， ( ) 2
2 2 1 12H w z z z= − ， 2 1z z z= ；B：

( ) ( )
2

1 2
2
14 11

1 2
1

e
1

iz z

zw z
H

z

−
+=

+
，

( )
( )

2 4
2 1 1 1

2 2
1

4 8 8
4 1

w z iz z z
H

z
− − −

=
+

， 2

2
11

zz
z

=
+

；C：

( ) 2
2

11 4
1

1

e
iz

zw z
H

z

−

= ，
( ) 4

2 1
2 2

1

4 8
4

w z iz z
H

z
− −

= ， 2

1

zz
z

= 。 

 
令 ( ) ( )1w f z ig z= + ，其中 ( )f z 和 ( )g z 是实函数，带入(15)中可得  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

2 2
1 2

2 2
1 2

2 4 2 4 0

2 4 2 4 0

f z zg z g z f z f z g z k z k

g z zf z f z g z f z g z k z k

δ ρ

δ ρ

  ′′ ′− − + − + + + =   


  ′′ ′+ + − − + + + =  

，

，
         (16) 

其中 1 2, , ,k kδ ρ 是任意常数。很难求得方程(16)的通解。因此，取 2δ ρ= ， 1 2 0k k= = ，即把(16)变为

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 0

2 0

f z zg z g z

g z zf z f z

′′ ′− − =
 ′′ ′+ + =

，解出其解 ( )f z 与 ( )g z 如下 

( )

( )

2 2 2 2

2 2

2 2

πcos sin cos sin
4 4 2 4 42π

sin cos ,
4 42π

πcos sin co
4 4 2 2π

z z z z zf z d b FresnelC c a

z z zFresnelS c a

z z zg z b d FresnelS

          
= − + − +                    

     
+ −             

     
= + −     

    

2 2

2 2

s sin
4 4

cos sin ,
4 42π

z zc a

z z zFresnelC a c










     
+            

       + −              

 

其中 , , ,a b c d 是任意常数， ( ) ( )2
0

sin π 2 d
z

FresnelS z t t= ∫ ， ( ) ( )2
0

cos π 2 d
z

FresnelC z t t= ∫ 。考虑一个特殊

的情形： 1a b c d= = = = ，这时有 
2 2 2 2

1

2 2

1 2 2π cos sin 2π cos sin
2 4 4 4 42π 2π

π 1cos sin 2 2π
2 4 4 22π 2π

z z z z z zw FresnelS FresnelC

z z z zi FresnelC FresnelS

               = − + − − +                                   

     − − + − +            

2 2

cos sin
4 4
z z        +                  
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图 1~3 给出 ( ) ( ),f z g z 与
2

1w 的图像。 

方程(1)对应的精确解为： 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2

2 2

2
2

1 πe ( 1 cos 1 sin
2 4 42π

1 2 2π 1 cos 1 sin ,
2 4 42π

2 2 π 2 2π
2π 2π

ity x x xu FresnelC i i
t tt t

x x xFresnels i i
t tt

x xv t y FresnelC FresnelS
t t

ε

ε δ

     = − + − − +            
      − − + − + + +               

  = − − + + − 
  

2

π ,
2π
xFresnelS t

t








     +         

   (17) 

其中 1ε = ± ，δ 为常数。 

例 2：考虑表 6 中的方程
( )

2
21

1 22

2
2 1 1 2

d 2 0,
d

.

w w w w
z

w w k z k

ρ

δ


− − =


 = + +

  

用相同的方法，方程简化为 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )

2 2
1 2

2 2
1 2

2 2 2 0

2 2 2 0

f z f z f z g z f z k z f z k

g z g z f z g z g z k z g z k

ρ δ

ρ δ

 ′′ − − + + + =

 ′′ − − + + + =


 

令 2ρ δ= ， 1 2 1 2k k= = − ，上式化简为： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

0,

0,

f z zf z f z

g z zg z g z

′′ − − =
 ′′ − − =

 

解方程组得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1 .

f z AiryAi z a AiryBi z b

g z AiryAi z c AiryBi z d

= + + +


= + + +

，
 

选 1a b c dσ = = = = = ，得到  

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

2
2

1 1 1 1 ,

2 1 1 2 1 2.

w AiryAi z AiryBi z i AiryAi z AiryBi z

w AiryAi z AiryBi z z

 = + + + + + + +


= + + + − −
 

它们的图像如图 4，图 5。 
方程组(1)对应的精确解为  

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

2

2
2

e 1 1 1 ,

2 4 1 1 .

ityu i AiryAi x t AiryBi x t t

v t y t x t AiryAi x t AiryBi x t t

ε

ε

  = + + + + 
   = − − + − − + + + +   

           (18) 

其中 1ε = ± 。 
从图 1 到图 5，可以发现方程组(1)的解(17)和(18)有明显不同的特点。也就是说，在优化系统中不同

的对称群生成方程(1)的不同性质的精确解。 
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Figure 1. Graph of ( )f z  

图 1. ( )f z 的图像 

 

 
Figure 2. Graph of ( )g z  

图 2. ( )g z 的图像 

 

 

Figure 3. Graph of 2
1w  

图 3. 2
1w 的图像 

f(z)

5
z

−1

−2

2

1

−5

g(z)

5
z

−1

−2

2

−5

1

−10                   −5                                           5                    10
z

8

6

4

2

( )( ) ( )( )2 22

1W f z g z= +
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Figure 4. Graph of ( )f z  or ( )g z  

图 4. ( )f z 或 ( )g z 的图像 

 

 

Figure 5. Graph of 2
1w  and 2w  

图 5. 2
1w 和 2w 图像 

7. 结束语 

本文应用对称方法约化和求解方程组(1)。文中没有直接的使用整体对称，而是使用了方程组(1)拥有

对称的优化系统。这样做一方面简化计算过程，另一方面获得不同性质(非等甲类)的精确解。因为应用一

次对称约化，方程中就减少一个自变量，因此，对方程组(1)连续的应用了两次对称约化把方程转化为一

类常微分方程。求解该常微分方程得到方程组(1)的一些精确解。本文完整地呈现了对称方法的应用，并

说明对称方法在求解偏微分方程的有效性，从具有工程应用的前景和价值。 
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