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Abstract 
This paper presents a new computation method for obtaining a significant refinement of the sim-
plest normal form for four dimensional nonlinear systems. The formulae are derived, which can 
be used to compute the coefficients of the simplest normal form and the associated nonlinear 
transformation. By using the simplest normal form theory, the stability analysis of a simply-sup- 
ported functionally graded materials (FGMs) rectangular plate subject to the transversal and in- 
plane excitations is investigated. It is seen that the stability is exhibited under certain circums-
tances. The fourth-order Runge-Kutta algorithm is utilized to do numerical simulation of the sta-
bility behavior of the FGM rectangular plate. 
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摘  要 

本文提出了计算四维非线性系统最简规范形的新方法，得到了计算四维非线性系统最简规范形的通用公

式，并将该方法用于计算受横向和面内载荷共同作用的功能梯度材料矩形板系统的平均方程。理论结果

表明，功能梯度材料矩形板系统在区域I内是稳定的，最后，利用四阶Rung-Kutta算法对功能梯度材料

矩形板系统的稳定性行为进行数值模拟。 
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1. 引言 

力学、航空航天和机械工程领域中，许多问题的力学模型可用高维非线性系统来描述。规范形理论

是研究动力系统动力学特征的强有力工具，它的基本思想是在奇点附近经过一系列光滑的非线性变换把

非线性系统在奇点附近简化为尽可能简单的形式，其实质是消去起次要作用的非线性项，同时，变换前

后的非线性系统保持拓扑等价[1]-[3]。 
规范形的概念，最早是由 Poincare [4]提出的。经过一个多世纪的发展，传统规范形理论已日趋成熟。

关于规范形理论与计算在力学领域特别是非线性振动中的应用，国内外学者对此做了大量研究：文献[5] 
[6]利用规范形理论研究了非平面非线性运动悬臂梁的多脉冲和混沌动力学，粘弹性传动带的多脉冲轨道

和混沌动力学；文献[7]利用规范形理论研究了单级倒立板系统的稳定性和混沌动力学；文献[8]将规范形

理论应用于非线性振动减震器模型的全局分叉与动态混沌，研究了该系统的全局分叉和Shilnikov型混沌。 
分叉理论是非线性科学的一个重要分支，近年来，国内外不少学者对非线性系统的分叉与稳定性进

行了深入地研究，并取得了许多研究成果。文献[9]利用数值积分方法求解了系统分叉后的周期解，并对

高速客车系统的横向稳定性问题进行了分析；文献[10]利用规范形理论和稳定性理论研究了种群生态系统

的局部性态和全局稳定性文献[11]利用打靶法分析了非线性轮对陀螺系统的 Hopf 分叉，分析了陀螺力对

蛇行运动稳定性的影响；文献[12]讨论了一类具有饱和发生率和饱和治愈率的 SIR 传染病模型的稳定性

和分叉行为。 
关于低维非线性动力系统最简规范形的计算已有很多研究，但对高维非线性系统最简规范形的研究

相对较少。文献[13]研究了 2 维和 3 维非线性系统最简规范形的计算。本文在此基础上研究了四维非线性

系统的最简规范形计算，并将理论结果应用于功能梯度材料矩形板系统，讨论了线性部分具有一对零特

征值的功能梯度材料矩形板系统的稳定性问题。 

2. 四维非线性系统的最简规范形计算 

对于微分方程 

( ) ( )3x F x Ax f x= = +� ， 4x R∈ ，                           (1) 

其中 ( )3 3
4f x H∈ 为 3 阶非线性项。假定原点 0x = 是一个奇点，即有 ( )0 0F = 。 

引进非线性变换 

( )3x y yϕ= + ，                                    (2) 
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将式(2)代入式(1)，有 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )42 3 3 3
yy Ay f y f y y Ay A y O yϕ ϕ = + + − ∂ − + � ，                (3) 

令 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
yf y y Ay A y g yϕ ϕ − ∂ − =  ，                         (4) 

我们定义线性算子 3
AL 如下： 

3 3 3
4 4:AL H H→ ， 

( ) ( ) ( ) ( )3 3 3 3
A yL y y Ay A yϕ ϕ ϕ= ∂ − ， 3 3

4Hϕ ∈ 。                        (5) 

令 3R 是 3
AL 的值域， 3C 是 3R 在 3

4H 中的任意补空间，则有 
3 3 3
4H R C= + 。                                    (6) 

当 ( )3 yϕ 并不唯一时，我们可以利用它来进一步化简 3C 中的一些非线性项，因此，定义如下非线性

算子 

( )3 3 3:f AN ker L C→ 且 ( )3 3 3ˆfN gψ = 。                          (7) 

令 3
2R 为算子 3

fN 的一个值域， 3
2C 为 3

2R 在 3C 中的一个补空间，有 
3 3 3

2 2C R C= ⊕ 。                                    (8) 

如果我们适当选择 ( )3 yϕ ，使得 ( ) ( )3 3 3
AL y Rϕ ∈ ，且 ( ) { }3 0AKer L ≠ ，则存在 ( )3 3

AKer Lψ ∈ ，使(1)式
转化为 

( ) ( )43y Ay g y O y= + +� ，                              (9) 

其中 3 3
2g C∈ 。 

本文讨论线性部分具有一对零特征值，一对纯虚特征值情况，其中 

1

2
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，              (11) 

将式(10)和(11)代入式(7)，得到 

( ) ( ) ( )
1 2 3 4 3 41 3 41 1 1q e e q e e q e e q q qq a w q a w q a b α α+ − + − − + ′+ − + + + − = − ，             (12a) 
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( ) ( ) ( )
1 2 3 4 3 41 3 41 1 1q e e q e e q e e q qq b w q b w q b β β+ − + − − + ′+ − + + + = − ，               (12b) 

( ) ( ) ( )
1 2 3 4 3 41 3 41 1 1q e e q e e q e e q q qq c w q c w q c wd γ γ+ − + − − + ′+ − + + + + = − ，             (12c) 

( ) ( ) ( )
1 2 3 4 3 41 3 41 1 1q e e q e e q e e q q qq d w q d w q d wc η η+ − + − − + ′+ − + + + − = − 。            (12d) 

令 

q

q
q

q

q

a
b

M
c
d

 
 
 =  
  
 

，

q

q
q

q

q

α
β
γ
η

 
 
 Λ =  
  
 

，

q

q
q

q

q

α
β
γ
η

′ 
 ′ ′Λ =  ′
  ′ 

。                        (13) 

由式(12)和式(13)，得到 

( ) ( ) ( )
1 2 3 4 3 41 3 41 1 1q e e q e e q e e q q qq M w q M w q M AM+ − + − − + ′+ − + + + − = Λ − Λ 。           (14) 

令 1 3q i j l= − − − ， 2q i= ， 3q j= ， 4q l= ，则有 

( ), , 3 , , ,i j l i j l i j lZ M − − −= ， 3
, ,i j l fΛ = ， 3

, ,i j l g′Λ = 。                     (15) 

将式(15)代入式(14)，得到 

( ) ( ) ( )1, , , 1, 1 , 1, 1 , , , , , ,4 1 1i j l i j l i j l i j l i j l i j li j l Z w j Z w l Z AZ− + − − + ′− − − − + + + − = Λ − Λ 。         (16) 

则由式(16)得到， 

( ) ( ) ( ), 1, 1 1, , , 1, 1 , , , ,1 4 1i j l i j l i j l i j l i j lw j Z i j l Z w l Z AZ+ − − − ++ = − − − + + − − Λ 。            (17) 

对应的余项为(当 0l = ) 

( ) ( ), ,0 , ,0 1, ,0 , 1,1 , ,04 1i j i j i j i j i ji j Z w l Z AZ− −′Λ = Λ − − − + + − 。                  (18) 

3. 功能梯度材料矩形板模型 

对于如图 1 的功能梯度材料矩形板，直角坐标系位于功能梯度材料矩形板的中面，板沿 x 、 y 、z 方
向的几何尺寸分别为 a ， b ， h 。此功能梯度材料板受到横向和面内载荷共同作用，其中 

( )( )0 1 2cosp p t− − Ω 表示板沿着厚度方向的面内载荷， ( ) ( )1, cosF x y tΩ 为横向载荷。u ，v，w 表示板内 

任意一点在 x ， y ， z 方向的位移， xφ 和 yφ 表示板中面法线相对 x ， y 轴的转角。功能梯度材料的非线

性动力学方程为[14]-[16] 
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+ + − − +
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= + −�� 0
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wc I
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−

∂
����

，         (19a) 
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Figure 1. The model of a functionally graded materials rectangular plate 
图 1. 功能梯度材料矩形板模型 
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22 1 22 1 22 21 1 21 1 66 66 1 21 1 662

3 3
0 0

1 22 1 22 1 21 66 1 21 1 663 2

2 0
1 1 3 0 2 1 4 1 6 1 4 1 6

2 2 2

2 2

2

y

y x

y

F

D c F c H D c F c F D c H c H
x yy

w wc F c H c F F c H c H
y x y

wI c I v I c I c I c I c I
y

φ

φ φ

φ

∂ ∂
+ − + + − − + + +

∂ ∂∂

∂ ∂
− − + − − + +

∂ ∂ ∂
∂

= − + − + − −
∂
������

。      (19e) 

其中 γ 为阻尼系数。 
功能梯度材料板的边界条件表示为 

0x = 与 , 0y xx xx xy yyx a w M P N Nφ= = = = = = = ，                    (20a) 

0y = 与 , 0x yy yy xyy b w M P Nφ= = = = = = ，                      (20b) 

0, 0yy y bN = = ， ( )0, 0 1 20 0
d d

b b
xx x aN y p p coc t y= = − − Ω∫ ∫ ，                  (20c) 

0 1 2cosP P P t= − Ω

( ) 1, cosF x y tΩ

o

y

b

z

xa
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考虑主参数共振和 1:2 内共振，即， 

21
1 12

ω ε σΩ
= + ， 2

2 1 2ω ε σ= Ω + ， 1 2Ω = Ω = Ω，                     (21) 

其中 1σ ， 2σ 为调谐参数。 
使用 Galerkin 方法，并引入无量纲变量，得到无量纲化后的二自由度非线性动力学方程如下： 

2
4 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1 3 1

2 2 3 2
4 2 5 1 2 6 1 7 1 2 1

cos
4

cos

w w a w a w t a w

a w a w w a w a w w f t

ε σ σ ε ε ε

ε

 Ω
+ + + Ω + + Ω + 
 

+ + + + = Ω

�� �
，               (22a) 

2
4 2 2 2 2

2 2 2 2 1 2 2 2 3 1 2

2 2 2 3 2
4 1 5 2 6 2 1 7 2 2

2 cos
4

cos

w w b w b w t b w w

b w b w b w w b w f t

ε σ σ ε ε ε

ε

 Ω
+ + + Ω + + Ω + 
 

+ + + + = Ω

�� �
，             (22b) 

利用渐进摄动法，得到系统直角坐标下的平均方程为 

( ) 2 3 2
1 1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 3 1 2

3 2 2
3 1 4 2 3 4 2 4 5 2 3 5 1 4

14 14x x f x x x x x x

x x x x x x x x x

µ σ α α α α α

α α α α α

= − + + + + + +

+ + + + −

�
，               (23a) 

( ) 3 2 2
2 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 4 1 3

2 2 3
4 1 4 3 1 2 3 2 5 1 3 5 2 4

14 14x f x x x x x x x

x x x x x x x x x

σ α α µ α α α

α α α α α

= − + + − − − −

− + + + +

�
，               (23b) 

2 2 3 2
3 1 1 2 2 3 2 4 2 1 4 2 2 4 3 4 3 4 3

2 2 3 2
4 3 2 4 4 2 5 2 5 1 2

x f x x x x x x x x x x

x x x x x x x

β µ σ β β β β

β β β β

= − + + + + +

+ + − −

�
，                (23c) 

2 2 3 2
4 1 1 1 2 3 2 4 2 1 3 2 2 3 3 3 3 3 4

3 2 2 2
5 1 5 2 1 4 3 1 4 4 1 2

1
4

x f x x x x x x x x x x

x x x x x x x f

β σ µ β β β β

β β β β

= − − − − − +

+ − − − +

�
。                  (23d) 

4. 功能梯度材料矩形板的稳定性分析 

在这一节，我们将利用改进的规范形方法，研究复合材料层合悬臂板的稳定性。系统(23)对应的特

征多项式为 

( ) 4 3 2
1 2 3 4f c c c cλ λ λ λ λ= + + + + ，                           (24) 

其中 

( )1 1 2

2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 1 2

2 2 2 2 2
3 1 2 2 1 1 2 2 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
4 1 2 1 2 2 1 1 2 2 2

2 ,

4 ,

2 2 2 2 2 ,

,

c

c

c

c

µ µ

σ σ µ µ µ µ α

µ µ µ µ µ σ µ σ µ α

µ µ µ σ µ σ σ σ µ α σ α

= +

= + + + + −

= + + + −

= + + + − −

                      (25) 

其中 1 2 1fα α α= + ， 1 1 1fγ β= 。 
利用赫尔维茨判据[17]，有 

1 1d c= ， 2 1 2 3d c c c= − ， 3 4d c= ， ( ) 2
4 3 1 2 3 1 4d c c c c c c= − − 。                (26) 

显然，当 0id >  ( )1, , 4i = � 时，系统的初始平衡点是稳定的。 
本节主要讨论线性部分具有一对零特征根时系统的稳定性。 
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对于系统(23)，取如下参数值： 

1 2µ = ， 2 0µ = ， 1 1σ = ， 2 0σ = ， 2α = ， 2 3 4 5 1α α α α= = = = ， 

2 3 4 5 1β β β β= = = = 。                                (27) 

则系统(23)具有一对零特征值，引入新变量 

1 12µ ς= + ， 2 2µ ς= ，                                (28) 

将式(28)代入式(24)，得到 

( ) 4 3 2
1 2 3 4f c c c cλ λ λ λ λ= + + + +� � � � � ，                           (29) 

其中 

1 1 2
2 2

2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

3 1 2 2 1 2 1 2 2
2 2 2 2

4 1 2 1 2 2

2 2 4,

4 8 4 3,

2 2 4 8 6 ,

4 3 .

c

c

c

c

ς ς

ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς

= + +

= + + + + +

= + + + +

= + +

�

�

�

�

                          (30) 

则对应的稳定性条件为 

( )

1 1

2 1 2 3
2

3 3 1 2 3 1 4

4 4

0,
0,

0,
0.

c
c c c

c c c c c c
c

∆ = >
∆ = − >

∆ = − − >

∆ = >

�
� � �

� � � � � �

�

                              (31) 

因此，我们可以得到如下四条缓和曲线 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )(
( ) ( )) ( ) ( ) ( )

1 1 2

2 2
2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2
3 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2

22 2 2
1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 1

2 2 2 2
4 1 2 1 2 2

: 2 0,

:16 11 6 2 3 2 2 3 0,

: 2 4 3 16 11 6 2 3 2 2

3 2 2 3 1 0,

: 4 3 0.

L

L

L

L

ς ς

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς ς

ς ς ς ς ς

+ + =

+ + + + + + + + + =

+ + + + × + + + + +

+ + + + − + + + + =

+ + =

            (32) 

如图 2 所示，在区域 I 内，初始平衡点是稳定的。 
为了研究系统的非线性运动特性，利用改进的规范形方法对平均方程(23)进行化简，并利用龙格库

塔方法进行数值模拟，见图 3。系统在区域 I 内是稳定的，选取系统的参数值和初始条件如下： 

1 0.3ζ = ， 2 0.3ζ = ， 1 0.02x = − ， 2 0x = ， 3 0.02x = − ， 4 0x = 。 

其中，图(a)和(c)为相空间 ( )1 2,x x 和 ( )3 4,x x 上的二维相图；图(b)为一阶模态振动特性的波形图；图(d)
为二阶模态振动特性的波形图；图(e)为相空间 ( )1 2 3, ,x x x 上的三维相图。 

5. 小结 

本文研究了四维非线性系统最简规范形的计算，对于线性部分具有一对零特征值的非线性系统，

得到了计算其最简规范形的通用公式；利用改进的规范形方法，化简了受主参数共振和 1:2 内共振条件

下的功能梯度材料矩形板系统的平均方程，研究了控制参数对系统稳定性的影响；最后，利用龙格库

塔方法获得了系统的相图和波形图。此外，笔者仅利用改进的规范形方法研究了系统在奇点附近的稳

定性，利用改进的规范形方法研究系统在奇点附近的分叉问题将作为今后的研究重点。 
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Figure 2. Transition curves of the system (23) for the case of a non-semisimple 
double zero eigenvalues 
图 2. 线性部分具有一对零特征根时系统的缓和曲线图 

 

      
(a)                                     (b) 

      
(c)                                      (d) 

 
(e) 

Figure 3. Trajectory projection starting form initial point ( )0 0.02,0, 0.02,0x = − −  

when ( ) ( )1 2, 0.3,0.3ς ς =  

图 3. 当参数 ( ) ( )1 2, 0.3,0.3ς ς = ，初始点 ( )0 0.02,0, 0.02,0x = − − 时，系统的运

动轨迹 
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