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Abstract 
The classical two-dimensional airfoil flutter equations can be established by using sinusoidal 
structure motion hypothesis and some kinds of aerodynamic theory. In fact, when flutter occurs, 
structure movement is likely to be more complex. Sinusoidal structure hypothesis is proposed 
merely because it is simple and easy to use. For this case, harmonic balance method cannot ap-
propriate for all the higher order terms are ignored, which might lead to larger error. This paper 
presents a new way to establish the flutter equations: Chebyshev expansion method. This method 
which is suitable for quantitative questions has higher accuracy than harmonic balance, moreover, 
it is applicable to the analysis of those qualitative of nonlinear problems as well. Finally, an exam-
ple is used to illustrate how to establish the flutter equations of two-dimension airfoil by using 
Chebyshev expansion method and how to find the flutter solution based on V-g method. 
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摘  要 

经典二元机翼颤振方程的建立基于结构正弦运动假设以及各种气动力理论。提出结构正弦运动假设是对

真实运动的一种近似处理方法，事实上，颤振发生时结构运动形式完全可能更为复杂，结构的正弦运动

假设的提出仅仅出于应用过程中的简单和容易。基于这样的假设，传统的谐波平衡法未必合适。常见的

谐波平衡法由于忽略超过预估的高频项，可能会引发较大的误差。本文提出一种建立二元机翼颤振方程

的新途径：切比雪夫多项式展式法。该方法适用于定量问题的分析和研究,精度优于标准的谐波平衡法，

而且该方法也适用于处理非线性问题，更方便于对系统做定性分析。最后，通过一个算例说明如何利用

切比雪夫多项式展式方法建立二元翼段的颤振方程，并结合V-g法获得了翼型的颤振速度。 
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切比雪夫展式，颤振，非定常气动力 

 
 

1. 引言 

众所周知，飞行器弹性结构体在均匀气流中受到空气动力、弹性力和惯性力的耦合作用容易诱发等

幅或发散振动形态，这种现象被称之为“颤振”，它是气动弹性力学中最重要的问题之一。 
最近几年，随着计算机软硬件技术的发展，基于计算流体力学(CFD)和结构动力学(CSD)的颤振耦合

计算的研究开始盛行，却存在着存储空间过多耗费、冗长的数据难以处理分析以及高昂的计算时间成本

等缺憾[1]。因此，为方便于飞行器颤振机理的研究，使用经典的气动力理论代替 CFD 方法进行颤振分析

还是非常必要的。 
基于二元翼段的颤振计算和研究，在机理上与研究三维机翼颤振问题颇为相似，可分为定性和定量

两大类，前者的研究对象是系统的稳定性，后者则着眼于颤振的振幅、频率和相位等要素[2]。经典教课

书中，常以二元机翼做正弦运动为例，引入西奥道生非定常气动力理论用于颤振分析，颤振计算的结果

可以用于早期的工程实践中[3]。 
机翼结构运动规律采用正弦假设，可以看作是真实运动的一种简化(一阶近似解)，其缺点是：定量计

算的精度不可能很高[4]。对于定量分析而言，预测颤振发生时的振幅就属于系统辨识问题，例如常见的

谐波平衡法。标准的谐波平衡法忽略超过预估的高频，容易引发较大的误差[5]。 
对于飞行器气动弹性耦合问题的研究，为了提高颤振预测的精确性，各种气动力理论和计算方法的

研究仍处于发展和研究中[6]-[11]。对于气动弹性稳定性分析而言，采用西奥道生非定常气动力理论建立

的颤振方程，气动力和结构运动之间存在相互耦合的关系，因此，结构运动假设的不合理将会直接导致

颤振计算结果的精度不足。 
本文提出一种建立二元机翼颤振方程的新途径：切比雪夫多项式展式方法。该方法对结构运动形式

没有限制，易于推广到非线性气动弹性耦合系统分析。在定量分析中，该方法在精度上高于标准谐波平

衡方法[5]。作为一个例子，本文仍以正弦形式的结构运动作为颤振发生时的条件，提出一种坐标变换的

新方法，即通过引入切比雪夫正交基函数族的方法，建立颤振方程并通过 V-g 法获得颤振速度解。 
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2. 第一类切比雪夫多项式性质 

切比雪夫多项式自诞生之日起，就在各个学术领域生根发芽，例如从事系统分析、参数辨识、最优

控制和模型降阶等工作[12]-[15]。在航空航天领域，例如模型辨识问题上，选择切比雪夫正交基函数的良

好性质，能够有效提升辨识的精度和效率[16] [17]。 
第一类切比雪夫多项式 ( )nT t 在作用域 [ ]0,1 上关于权函数 ( ) ( ) 1 2

1w t t t
−

= −   满足正交关系： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

0 1

1 2

1, ( ) 2 1

2 2 1n n n

T t T t t

T t t T t T t− −

= = −

= − −
                              (1) 

( )1

0

0
πd 0
2
π 0

m n

m n

w t T T t m n

m n

≠
⋅ ⋅ = = ≠


= =

∫                              (2) 

这里， ,m n 是非负整数。 
切比雪夫多项式函数簇的全体在闭区间[0,1]上构成了一簇完整的正交基，因此，时域内的连续函数

都可以通过切比雪夫多项式进行任意逼近： 

( ) ( )
0

i i
i

f t a T t
∞

=

= ∑                                     (3) 

这里，系数 ia 由下式决定 

( ) ( )

( ) ( )

1
0 00

1

0

1 d
π
2 d , 0
πn n

a w t f t T t

a w t f t T t n

=

= >

∫

∫
                              (4) 

3. 二元机翼运动方程的建立 

假设二元机翼做等副正弦运动时恰好发生了机翼颤振现象，此时借助于西奥道生非定常气动力理论

参与运动方程的建模是合理的[3]。作为一种近似，颤振发生时二元机翼结构运动(沉浮 h 和俯仰α )规律

如下给出， 

0

0

e

e

j t

j t

h h ω

ωα α

=

=
                                       (5) 

这里，振幅 0 0,h α 允许是复数形式(表示颤振发生时，两种结构运动形式之间允许存在相位差)，ω 是

结构运动振动频率。 
西奥道生非定常气动力的计算公式由下式决定[12]， 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( )

2

2 2

2

π 2π 0.5

π ' 0.5 0.125

2π 0.5 0.5

L b V h ab VbC k V h a b

M b ab V h ab Vb b

Vb a C k V h a b

ρ α α ρ α α

ρ α α α α

ρ α α

′ ′′ ′′ ′ ′= + − + + + −  
 ′ ′′ ′′ ′ ′′= + − − − 

′ ′+ + ⋅ + + −  

                (6) 

这里，V 是自由来流速度， b 是半弦长， a b⋅ 代表弦长中点到弹性轴的距离， k 是减缩频率(量纲为

1， k b Vω= )， ( ) ( ) ( )C k F k iG k= + 被称作西奥道生函数，它的近似公式是 

( ) 0.165 0.3351 , 0.50.045 0.301 1
C k ki i

k k

= − − ≤
− −

                          (7) 



王云海 等 
 

 
108 

或 

( ) 0.165 0.3351 , 0.50.041 0.321 1
C k ki i

k k

= − − >
− −

                          (8) 

二元机翼模型(图 1)通常具有俯仰和沉浮两个自由度。借助于拉格朗日方程或虚功原理，模型系统运

动方程的表达形式如下所示： 

h h

a

mh S c h K h L
S h I c K M

α

α α α

α
α α α

′′ ′′ ′+ + + = −
′′ ′′ ′+ + + =

                              (9) 

或写成矩阵形式， 

0 0
0 0
h hm mx b c k h Lh h

mx b I c k M
α

α α α α αα α
    −         

+ + =            
           

�� �

�� �
                  (10) 

这里， ,h α 代表二元平板在不可压流中做频率ω 的简谐运动； ,L M 是西奥道生非定常气动力和力矩；

S mx bα α= 单位展长机翼对弹性轴的质量静矩； 2 2I mr bα α= 单位展长机翼对转轴的质量惯量；rα 针对弹性

轴的回转半径，量纲是 1。 

4. 基于切比雪夫展式的颤振分析方法 

不妨假设系统的阻尼系数为零， 0, 0h ac c= = ，并将(9)式改写成 

( )

( )

2

2

h

h

I m S h I K h S K LI MS

S mI S K h mK LS Mm

α α α α α α α

α α α α α

α

α α

  ′′− + − = − − 
  ′′− + − = − − 

                     (11) 

令 ( )2I m Sα α∆ = − ，(11)式又可写成： 

h

h

I K S K LI MSh h

S K mK LS Mmh

α α α α α

α α α

α

α α

+′′ = − + −
∆ ∆ ∆

+′′ = − +
∆ ∆ ∆

                          (12) 

 

 
Figure 1. Two-dimension airfoil model schematic diagram 
图 1. 二元机翼模型示意图 
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令 ( ) ( )T T
1 2 3 4X x x x x h hα α′ ′= = ，则对应于(12)式的状态空间方程为 

d
d
X BX F
t
= +                                     (13) 

或 

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

0 0

0 0

h

h

h h

I K S K LI MS
h h

S K mK LS Mm

α α α α α

α α α

α α

α α

   
′       

      
   +   = +− −      ′ ′∆ ∆ ∆      ′ ′ +      −   
 ∆ ∆   ∆ 

                  (14) 

注意到 e cos sinj t t j tω ω ω= + ，基于第一类切比雪夫基函数簇进行逼近，有 

( )

( )
[ ] [ ]

1

1,
0

1

2,
0

cos cos 2π
, 0, , 0,1

2π
sin sin 2π

m

i i
i

m

i i
i

t s c T s
tt T s

t s c T s

ω
ω

ω

−

=

−

=

 = = ∈ = ∈
 = =


∑

∑
                   (15) 

这里， 1, 2,,i ic c 分别是余弦和正弦三角函数在切比雪夫展式中的待定系数； m 是切比雪夫展式的截断

阶数；
2πT
ω

= 是结构运动的最小正周期，ω 是颤振发生时的待求频率。 

将(5)式及其一、二阶导数形式表达式中 e j tω 项，通过(15)式进行代换，得到(14)式的另一种表达形式 

( )

( )

( )

( )

( )

1

0 1, 2,
0
1

0
0 1, 2, 1

0 0
1, 2,21

02 0
0 1, 2, 2

0 0
1

2
0 1, 2,

0

0 0 1 0
0 0 0 1

m

i i i
i
m

i i i m
i

i i im
i

i i i
i
m

i i i
i

j h c jc T

j hh
j c jc T

j
c jc T

hh
h c jc T

c jc T

Iα

ω

ω
ωα

ωαα
ω

ω
ω αα

ω α

−

=

−

−
=

−
=

=

−

=

 + 
 ′     

+     
    = = +
  ′   −

− +     ′ −    
 
− + 
 

= −

∑

∑
∑

∑

∑

( )
0

1
0

1, 2,
00

0

0
0

0 0

0 0

m
h

i i i
i

h

h

K S K LI MSc jc T
j h
jS K mK LS Mm

α α α α

α α α

α
ω
ωα

−

=

   
    
    
   +  + + −    ∆ ∆ ∆    

+    −   
 ∆ ∆   ∆ 

∑

          (16) 

其中，气动力和气动力矩 ,L M 见(6)式。 
下面，将非定常气动力和力矩进行化简，具体过程如下 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1
2 2 2

0 0 0 0 0 0 1, 2,
0

2 2
0 02

π 2π 0.5

π 2π 0.5

π 2 1 2 1 2

m

i i i
i

L b V h ab VbC k V h a b

b b bb j h ab bC k j h a bj c jc T
k k k

j bj b bjb C k h ab C k C k a c
k k kk

ρ α α ρ α α

ω ω ωρ ωα ω ω α ρ α ω ωα

ρ ω α

−

=

′ ′′ ′′ ′ ′= + − + + + −  
    = − + + + + − ⋅ +        

    = − + + + + − ⋅        

∑

( )
1

1, 2,
0

m

i i i
i

jc T
−

=

+∑

 (17) 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

2
0 0 0 1, 2,

π 0.5 0.125 2 0.5 0.5

π 0.5 0.125

2π 0.5 0.5 i i i
i

M b ab V h ab Vb b Vb a C k V h a b

b bb ab j h ab bj b
k k

b bb a C k j h a bj c jc T
k k

ρ α α α α πρ α α

ω ωρ ωα ω ω α ωα ω α

ω ωρ α ω ωα

 ′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′= + − − − + + + + −   
   = − + − +     

 + + + + − +  

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1

0

2 2 2 2
2 2 2 2 2

02

1

0 1, 2,
0

π 0.5 0.125 1 2 1 2 0.5

1 2

m

m

i i i
i

b j b j b b jb a a b b a C k a C k a
k k kk

b a C k j ab h c jc T
k

ρ ω α

−

=

−

=

 = − + + + + + + − 
 

 + + − +   

∑

∑

 (18) 

这里，使用了减缩频率的定义 k b Vω= ，消去了自由来流速度项V 。 

上述表达式中的 ( )
1

1, 2,
0

m

i i i
i

c jc T
−

=

+∑ ，可进一步改写成 

( )
0 0

1
1 1

1, 2, 1,0 1,1 1, 1 2,0 2,1 2, 1
0

1 1

m

i i i m m
i

m m

T T
T T

c jc T c c c j c c c

T T

−

− −
=

− −

   
   
      + = +      
   
   

∑ � �
� �

         (19) 

从(14)~(19)式，可以看出引入切比雪夫多项式的过程，实际上是向系统引入了更多的待辨识参数变

量 1, 2,, , 0, ,i ic c i m= � 的过程。运动方程中变量表达式 ( ) ( ),h t tα 原来由两项傅里叶级数构成，被转化成切

比雪夫正交基多项式之后项数显著增加了。从系统辨识的角度观察，这种基函数簇的变换，并不导致结

构运动方程形式上的复杂，却能够显著提升结构运动周期解的精度，即提高周期运动中振幅预测的精准

度[5]。因此，无论是从定性或定量研究的角度看，切比雪夫正交基函数簇(变换)方法都是适定的。 

5. 算例：颤振方程的建立及求解 

5.1. 颤振方程的建立 

建立机翼颤振方程之前，通常需要无量纲处理。此时，需做如下规定 

,h
h

K K
m I

α
α

α

ω ω= =                                 (20) 

这里， ,h αω ω 被称作二元翼段单纯弯曲(上下平移)振动和单纯扭转振动的固有频率。 
再注意到(6)式的等价形式 

( ){ }
( ) ( )( ) ( ){ }

3 2

24 2

π 0.5

π 0.5 0.5 0.5

h h

h h h h

L b L h b L a L

M b M a L h b M a L M a L

α

α α

ρ ω α

ρ ω α

= − + − +  

 = − + + − + + + +    
       (21) 

这里，引入了新的参数变量 , , ,h hL L M Mα α ，它们既是减缩频率的函数，同时也是来流马赫数的函数，

具体形式如下给出 

( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )2

21

20.5 1 2

0.5
3
8

h

h

iL F k iG k
k

iL F k iG k F k iG k
k k

M
iM
k

α

α

= − +  

= − + + − +      

=

= −

                  (22) 
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于是，二元机翼的颤振方程式的最终形式如下所示 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2 2 2

2
22

2 2 2

1 0.5 0
π π

0.5 1 0.5 0.5 0
π π

h
h h

h h h h

m h mL x L a L
bb b

m h mx M a L r M a L M a L
bb b

α α

α
α α α α

ω α
ρ ω ρ

ω α
ρ ρ ω

    
− + + + − + =       

     
      + − + + − + − + + + + =             

 (23) 

5.2. 颤振方程的求解 

为了计算(23)式所决定的颤振方程式中ω 的数值，有很多方法可以选择。本文采用引入结构阻尼的

V-g 法。结构阻尼的定义形式是： higK h− 或 igKαα− ，其颤振问题(也称之为复特征值问题)的一般形式如

下所示 

( ) 0A zB q− =                                     (24) 

就本算例而言，(23)式将变成 

( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2

2 2 2 2

2 2
2

2 2 2 2

2

1 0.5 0
π π

0.5 1
π π

0.5 0.5 0

h h
h h

h h

h h

m h mig L x L a L
bb b

m h mx M a L r ig
bb b

M a L M a L

α α

α α
α α

α α

ω ω α
ρ ω ω ρ

ω ω
ρ ρ ω ω

α

    
− − + + + − + =       

     
    + − + + − −      
   

 + − + + + + = 

             (25) 

注意到
2 2 2

2 2 2
h h α

α

ω ω ω
ω ω ω

= ， ( )
2

21 iR Iig z z zαω
ω

+ = = + ⋅ ，整理(25)式之后，得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2
2

2 2 2

π π 0.5
π π

π π0.5 1 0.5 0.5
π

h h
h h

h h h h

b bm h m hL x L a L z
b bm b m b

b m h bx M a L M a L M a L z
bmr b mr

α α
α α

α α α
α α

ρ ω ρ ω α
ω ρ ω ρ

ρ ρ α α
ρ

   
+ + + − + =     

   
    + − + + + − + + + + =          

(26) 

以及颤振方程式 

4 0.8 1.25 0.4
0

0.5 0.4 0.16 0.25 0.4 0.4 0.16
h h

h h h h

L z L L
M L M L M L z

α

α α

+ − + −
=

+ − + − − + −
              (27) 

当 0.8k = 时，根据 ( )
2

21 iR Iig z z zαω
ω

+ = = + ⋅ 的假设，求得特征值 

4.68682 1.71059i 0.36498
, ,

1.23924 0.05535i 0.04466
I

R
R

zz z g
z

αω
ω

− − 
= = = = − − 

                   (28) 

当 0.6k = 时，求得特征值 

4.52114 2.01411i 0.44549
, ,

1.52401 0.14117i 0.09263
I

R
R

zz z g
z

αω
ω

− − 
= = = = + + 

                   (29) 

本算例在使用 V-g 法求解颤振方程式(27)的过程中，需借助于表 1~3 中的数据[3]，采用直线插值的

方法，获得颤振发生时频率的近似值，并由此获得颤振速度的近似解。 
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Table 1. Structural parameters of the airfoil in this case  
表 1. 算例中的翼型结构参数 

名称 表达式 数值 

频率比 h

α

ω
ω

 0.5 

回转半径 2
2

I
r

mb
α

α =  0.5 

质量比 2π
m
bρ

 5 

系数 1 a  −0.01 

系数 2 
S

x
mb

α
α =  0.25 

 
Table 2. Parameters of unsteady dynamics, k = 0.8 
表 2. 非定常气动力参数，k = 0.8 

名称 表达式 数值 

升力 1 hL  0.709 1.886i−  

升力 2 Lα  1.523 2.271i− −  

力矩 1 hM  0.5 

力矩 2 Mα  0.375 1.25i−  

 
Table 3. Parameters of unsteady dynamics, k = 0.6 
表 3. 非定常气动力参数，k = 0.6 

名称 表达式 数值 

升力 1 hL  0.541 1.920i−  

升力 2 Lα  3.175 2.831i− −  

力矩 1 hM  0.5 

力矩 2 Mα  0.375 1.667i− −  

 

, 0.8

, 0.6 , 0.8

00.8
0.6 0.8

I kF

I k I k

zk
z z

=

= =

−−
=

− −
                               (30) 

, 0.8 , 0.8

, 0.6 , 0.8 , 0.6 , 0.8

0RF R k I k

R k R k I k I k

z z z
z z z z

= =

= = = =

− −
=

− −
                            (31) 

解得 0.736Fk = ， 1.319RFz = 。注意到 F
F

bk
V
ω

= ，最终的颤振折算速度为 

1 1 1.183
0.736 1.319

F F

F RF

V V
b b k zα α

ω
ω ω ω

= = = =                       (32) 

6. 结论 

1) 本文认为颤振发生时二元机翼结构做正弦运动的假设并非合理，近似程度有待提高。鉴于已有文

献证明了切比雪夫多项式(变换)方法能够改善常见的谐波平衡法精度上的不足，因此，本文引入第一类切

比雪夫多项式(变换)方法应用于气动弹性领域。即，将简单的傅立叶级数形式的周期运动解转化成高阶切

http://cn.bing.com/dict/search?q=structural&FORM=BDVSP6&mkt=zh-cn
http://cn.bing.com/dict/search?q=parameters&FORM=BDVSP6&mkt=zh-cn
http://cn.bing.com/dict/search?q=airfoil&FORM=BDVSP6&mkt=zh-cn


王云海 等 
 

 
113 

比雪夫正交基的表达形式，将有助于提升颤振发生时刻结构运动幅值的预测精度。 
2) 从定性分析的角度看，切比雪夫正交基变换方法能够处理更加一般性的结构运动所引发的颤振分

析问题。该方法的优点，体现在将多自由度微分方程组问题处理成简单的代数矩阵问题，具有良好的使

用性和通用性。 
3) 考虑到西奥道生气动力理论应用的局限性，因此，本文并未涉及非线性颤振问题。 
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