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Abstract 
This paper deals with quasi-synchronization problem of neural networks for a class of dis-
crete-time networks with parameter mismatches under impulsive control. By using the direct 
Lyapunov method, the synchronization criteria for the discrete neural networks with parameter 
mismatches are obtained at the first time. 
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摘  要 

本文研究了一类具有不匹配参数的离散神经网络在脉冲控制下的准同步问题。通过运用直接Lyapunov
函数方法，文章首次给出了含不匹配参数的离散神经网络准同步条件。 
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1. 引言 

近年来，网络间的同步问题受到了诸多领域学者的关注。同步作为网络之间的一个重要特征，在很

多方面都有着重要的应用，如文献[1]-[6]。不同于其他类型的同步，准同步是由于系统之间参数不匹配而

形成的一种特殊同步，其所有的系统误差会同步到一个小邻域的范围中，而非同步到零[4] [5] [6]。 
在过去的几十年当中，离散网络在诸多领域都有广泛应用，如图像处理，时间序列分析，二次优化

问题和系统识别。因此，离散情形下的神经网络一直是很热点的研究领域之一[7] [8] [9] [10] [11]，其中

的同步现象更是引起了极大关注。但是如果网络自身不能实现状态同步，就需要采用一定的控制策略来

达到同步，与连续时间的控制方法相比较，脉冲控制作为一种经典的控制方法，其结构简单，控制成本

低，得到了众多研究者的青睐。[10]则首次采用脉冲控制方法研究了含有时滞影响的离散系统同步。文献

[7]研究了离散情形下具有变时滞和随机扰动的驱动-响应网络同步问题。 
受上述文献启发，由参数不匹配导致的离散网络脉冲准同步问题尚未被研究，因此本文的目的就在

于探讨离散时间情形下采用脉冲控制策略使网络达到准同步的充分条件。通过应用直接 Lyapunov 函数方

法和矩阵正交分解理论，本文得到了一个使离散网络达到准同步的误差域。文章其余结构如下，第二部

分介绍了所研究的模型以及一些预备知识，第三部分给出了主要结果，第四部分作简要总结。 

2. 预备知识及模型简介 

在本文中，考虑 N 个节点的离散耦合神经网络模型， 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 1
1

1
N

i i i ij j
j

x m A x m B f x m g x mγ
=

+ = − + + ∑ ， 1,2, ,i N= 
                 (1) 

其 中 m∈N ， ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , n

i i i inx m x m x m x m= ∈ R 表 示 第 i 个 节 点 的 状 态 向 量 ，

{ }1 1 2, , , nA diag a a a=  ， 1
n nB ×∈R ， γ 表示耦合强度 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )T

1 1 2 2, , , n
i i i n inf x m f x m f x m f x m= ∈ R ； ( )ij N N

G g
×

= 是外部耦合矩阵，若第 i 个节点和 

第 j 个节点有连接，则 1ij jig g= = ，否则， 0ij jig g= = ，对角线元素 1,
N

ii ijj j ig g
= ≠

= −∑ 。离散网络(1)的初

值条件为 ( ) ( )0 , 1, 2, ,i ix m t t i Nφ+ = =  。 
与离散网络(1)含有不匹配参数的孤立点系统为 

( ) ( ) ( )( )1 11s m A s m B f s m+ = − + ，                            (2) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( )( )T
1 2, , , ns m s m s m s m=  ，初值条件为 ( ) ( )0s m t tφ+ = 。假设存在一个正常数 H 使得

( )s m H≤ ，即 ( )s m 以 H 为界； 2A 是一个对角矩阵， 2
n nB ×∈R 。 

为使系统(1)和(2)达到同步，设计脉冲控制器如下 
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( ) ( ) ( )
1

i i k
k

u m dy m m mδ
∞

=

= − −∑ ，                             (3) 

其中 d 是脉冲控制增益， ( )δ ⋅ 是狄拉克函数。脉冲序列 { }km 满足 0 10 km m m= < < < < 和

limm km→∞ = ∞。 

( ) ( ) ( )i ie m x m s m= − 表示第 i 个节点的误差状态向量，误差系统可表示为 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1

1 ,

1 1 ,

N

i i i ij j k
j

i i i i k

e m A e m B f e m g e m M s m m m

e m e m e m de m m m

γ
=

 + = − + + + ≠

∆ + = + − = − =

∑
              (4) 

其中 ( )( ) ( )( ) ( )( )i if e m f x m f s m= − ， ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2M s m A A s m B B f s m= − − + − 。 
引理 1 [12] Kronecker 积有如下性质： 
(1) ( )( ) ( ) ( )Φ⊗Ψ Ρ⊗Γ = ΦΡ ⊗ ΨΓ ； 
(2) ( )T T TΦ⊗Ψ =Φ ⊗Ψ 。 
引理 2 [11]对于实数阵 1 2 3, ,Σ Σ Σ ，存在 0ε > 和矩阵 T

3 30 < Σ = Σ ，使得 
T T T 1 T
1 2 2 1 1 3 1 2 3 2ε ε −Σ Σ + Σ Σ ≤ Σ Σ Σ + Σ Σ Σ 。 

假设 1 函数 ( )( )1,2, ,if i n⋅ =  满足：存在常数 0il > ，使得 

( ) ( )0 i i
i

f u f v
l

u v
−

≤ ≤
−

， ,u v∀ ∈R ， 1,2, ,i n= 
。 

3. 主要结果 

在本节中，我们将给出使(1)和(2)达到准同步的充分条件。 
定理 1 在假设 1 条件下，存在常数 0 1ikα< < ， 0kε > 使得 

( ) T1 k i i ik nZ Z Iε α+ < ， 

其中 1 1i i nZ B L I Aγλ= + − 且 1 2, , , Nλ λ λ 是矩阵G 的特征值， { }1 2, , , nL diag l l l=  。则误差系统(4)可收 

敛到集合 ( ){ ( ) ( )}1nNE e m e m e β ζ= ∈ ≤ = −R ，其中 { }1 2max , , ,k k k Nkα α α α=  ， ( )1 21 k N hβ ε −= + ， 

( )21 d η− ≤ ， { }max ,kζ α η= 。因此，神经网络(1)和(2)可在误差区域 e 内达到准同步。 

证明 令 ( ) ( ) ( ) ( )( )TT T T
1 2, , , Ne m e m e m e m=  ，则误差系统(4)可改写为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )

1 1

1

1

,

1 ,

n n

N

ij j k
j

i i k

e m I A e m I B F e m

g e m M s m m m

e m de m m m

γ
=

 + = − ⊗ + ⊗

 + + ≠

∆ + = − =

∑                         (5) 

其中 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )TT T T
1 2, , , NF e m f e m f e m f e m=  , 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )TT T T, , ,M s m M s m M s m M s m=  。 

根 据 矩 阵 分 解 理 论 ， 存 在 正 交 矩 阵 ( )1 2, , , N N
NW ω ω ω ×= ∈ R 使 得 TG W W= Λ , 其 中

{ }1 2, , , Ndiag λ λ λΛ =  ， N
iω ∈R 。令 ( ) ( ) ( )T

nm W I e mσ = ⊗ ，则 ( ) ( ) 1T
ne m W I

−
= ⊗ ， ( ) ( ) ( )nm W I mσ σ= ⊗ 。
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由(5)，对于 km m≠ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1

1n N n N

n n

N n

W I m I A W I m I B F e m

G I W I m M s m

W A m I B F e m W I m M s m

σ σ

γ σ

σ γ σ

⊗ + = − ⊗ ⊗ + ⊗

+ ⊗ ⊗ +

= − ⊗ + ⊗ + Λ⊗ +

 

两边同乘以 ( ) 1
nW I −⊗  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

T T
1 1

T

T T
1 1

1 n n N

n n

n N n

m W I W A m W I I B F e m

I m W I M s m

I I A m W B F e m W I M s m

σ σ

γ σ

γ σ

+ = − ⊗ ⊗ + ⊗ ⊗

+ Λ⊗ + ⊗

= Λ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗

。 

由假设(1)的条件可得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

T T
1 1

T
1 1

1 n N n

n N N n

m I I A m W B W L m W I M s m

I I A I B L m W I M s m

σ γ σ σ

γ σ

+ ≤ Λ⊗ − ⊗ + ⊗ ⊗ + ⊗

= Λ⊗ − ⊗ + ⊗ + ⊗
，   (6) 

因此， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

T
1 1

T T

1

, 1,2, ,

i i n i i n

i i i n

m I A B L m I M s m

Z m I M s m i N

σ γλ σ ω

σ ω

+ ≤ − + + ⊗

= + ⊗ = 

。                 (7) 

考虑 Lyapunov 函数 ( ) ( ) ( )TV m e m e m= ， 

( ) ( ) ( )( ) ( )TT T T T T T T
n n n n ne e W I W I W I W I W W Iσ σ σ σ σ σ σ σ= ⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ = ⊗ = 。 

对 km m≠ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )(
( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ))

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )( )

T T

1

TT T T

1

T T T T T

1

T T

T T T

1 1

T T T T

1 1
N

i i i i
j

N

i i i n i i i n i i
i

N

i i i n i i i i n
i

i n i i

N N

i i i n i
i i

i i i n i n

V m m m m m

Z m I M s m Z m I M s m m m

m Z Z I m m Z I M s m

M s m I Z m M s m M s m

m Z Z I m M s m M s m

Z I M s m M s m I

σ σ σ σ

σ ω σ ω σ σ

σ σ σ ω

ω σ

σ σ

σ ω ω

=

=

=

= =

∆ = + + −

 ≤ + ⊗ + ⊗ − 
 

= − + ⊗

+ ⊗ +

= − +

+ ⊗ + ⊗

∑

∑

∑

∑ ∑

( )
1

N

i i
i

Z σ
=
∑

 

根据引理 2 可知， 

( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )

T T T T

T T 1 T

i i i n i n i i

k i i i i k

Z I M s m M s m I Z

m Z Z m M s m M s m

σ ω ω σ

ε σ σ ε −

⊗ + ⊗

≤ +
。 

因此， 
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( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )

T T 1 T

1 1

T T 1 2

1

1 1

1 1

N N

i k i i n i k
i i

N

i k i i n i k
i

V m Z Z I M s m M s m

Z Z I N h

σ ε σ ε

σ ε σ ε

−

= =

−

=

∆ ≤ + − + +

≤ + − + +

∑ ∑

∑
, 

故 

( ) ( )( ) ( )

( )
( )

T T 1 2

1

T 1 2

1

1 1 1

1

N

i k i i i k
i

N

ik i i k
i

k

V m Z Z N h

N h

V m

σ ε σ ε

α σ σ ε

α β

−

=

−

=

+ ≤ + + +

≤ + +

≤ +

∑

∑ .                      (8) 

当 km m= ，我们可以得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2T T1 1 1 1 1V m e m e m d e m e m d V m V mη+ = + + = − = − ≤ ， 

故对 k∀ ∈N ，有 

( ) ( )1k kV m V mη+ ≤ 。                                (9) 

令 { }max ,kζ α η= ，则 0 1ζ< < 。由(8)~(9)可得 

( ) ( )
1

0
0

m
m l

l
V m Vζ ζ β

−

=

≤ +∑ ，                            (10) 

则 

( ) ( ) 10
1

m
mV m V ζ

ζ β
ζ

−
≤ +

−
。                           (11) 

当 m →∞， 0mζ → ， ( )
1

V m β
ζ

≤
−

，即 ( )
1

e m e β
ζ

≤ =
−

。因此，误差系统(4)可指数型收敛到

( ){ }nNE e e m e= ∈ ≤R ，即离散网络(1)和(2)最终可在误差域 e 内达到准同步。 

注释 2 本文的主要贡献有以下几点：(1)文献[13]中，准同步条件由线性矩阵不等式(LMI)形式给出。

而本文在 Kronecker 积性质和矩阵分解理论方法的基础上，得到了形式更为简洁的准同步标准。(2)在过

去的几十年中，人们对于具有不匹配参数的离散系统进行了广泛的研究，并且得到了很多重要且有意义

的结论，如[7] [8] [9] [10] [11]。但大多数的文献研究了连续时间的情形，极少数人关注到了离散情形。

本文则采用脉冲控制方法研究了具有参数不匹配的离散网络同步。 
注释 3 当系统(1)和(2)中的参数 1 2 1 2,A A B B= = 时，则 ( )( ) 0, 0M s m β= = ，此时 ( ) ( )0mV m Vζ≤ ，(1)

和(2)即可达到完全同步。 

4. 结论 

本文基于 Lyapunov 理论研究了在脉冲控制下具有不匹配参数的离散神经网络同步条件。文章首次应

用脉冲控制方法讨论了参数不匹配的离散网络准同步问题，得到了同步误差区域。 
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