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Abstract 
This paper investigates a multi-period mean-variance portfolio selection with liabilities and sto-
chastic cash flow. It is a stochastic control problem whose objective functional involves a nonli-
near function of the expected earnings, so it can’t be solved by dynamic programming method di-
rectly. By enlarging the state space and the control space, we use the mean-field method to trans-
form the initial problem to a solvable one. We get the efficient frontier by iterative calculations. 
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摘  要 

本文在均值–方差准则下考虑有负债的多期有现金流追加的投资选择问题，该问题的目标函数含有盈余期

望的平方这一非线性项，不能直接利用动态规划方法求解。本文通过利用mean-field方法，扩大状态空间

和策略空间，使得原问题可以利用动态规划原理得出最佳策略，进而通过迭代计算，得到了有效前沿。 
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投资组合选择，动态规划，Mean-Field方法 

 
 

1. 引言 

1952 年，马柯维茨首次建立了均值–方差投资组合选择模型[1]，使定量分析方法真正进入到了投资

领域，并迅速发展起来，并取得了相当丰富的成果，朱书尚等[2]对现代投资组合选择的各种主要理论、

模型与方法进行了系统的阐述。 
马柯维茨的开创性工作对单期静态模型给出了最佳策略的显式解，但是当把此模型推广到多期情形

时，由于目标函数是不可分的，无法利用动态规划方法求解，因此均值–方差多期投资组合选择问题在

随后的 40 余年里一直没有实质性的进展。直到 Li et al. (2000) [3]提出嵌入方法，通过考虑一系列目标函

数是可分的辅助问题，使得原问题得以转化，动态规划方法得以应用，才首次得到动态均值–方差组合

选择问题的解析解。取得了这一突破性的进展以后，许多学者利用嵌入方法考虑了更加复杂的多期均值–

方差模型。Zhu et al. (2004) [4]考虑了带有破产限制的动态多期均值–方差组合选择模型，但由于嵌入方

法需要借助一系列的辅助问题，求解过程很复杂，所以并未得到最佳目标值函数的解析表达式。郭文旌

等[5]考虑了不确定退出时间的均值–方差问题，得到了最佳投资策略的显式表达式；Chen et al. (2011) [6]
研究了带有马氏机制转换的资产负债管理问题，也获得了最优策略；Wu et al. (2012) [7]研究了带有马氏

机制转换的非自融资情形下的均值–方差组合选择问题，利用嵌入方法得到了最优策略。刘利敏等[8]考
虑了连续时间下的基准过程的均值–方差最优投资策略问题，得到了有效前沿。刘亚光[9]用中国当前金

融市场股票的价格数据，对均值–方差理论进行了实证研究，得到了中国股市的有效前沿。 
最近 Cui et al. (2014) [10]提出用 mean-field 方法解决均值–方差组合选择问题，并且考虑了带有破

产限制的多期均值–方差组合选择模型问题，该方法能够直接求解，极大地简化了求解过程，成功地获

得了该问题的最佳策略以及目标值函数的显式表达式。本文受此启发，利用 mean-field 方法考虑有负债

的多期非自融资的投资选择问题，通过扩大状态空间和策略空间，从而可以应用条件期望的平滑性质，

进而利用动态规划原理得出最佳策略与有效前沿。 

2. 模型的建立 
假设投资者从0时刻开始进市场进行投资，计划在T时刻终止其投资管理活动。该投资者的初始财富

值与初始负债分别为 0x 与 0l ，其在t时刻的财富值与负债分别用 tx 与 tl 表示，其协方差设为 ( )cov ,t t tx lρ = ，

0,1, , .t T=  假设投资者在n + 1种证券上进行投资，其中第0种为无风险证券，其余n种为风险证券，其在

第t阶段的收益率分别为： tr ， 1
te ，...， n

te ，令 ( )1 , , n
t t t t tP e r e r ′= − − ，假设 tP 与 tx 独立。设投资者负债

的动态为[6]： 1t t tl q l+ = ， 0,1, , 1t T= − ， tq 与 tx ， tl 均独立。设投资者在t时刻配置到第i个证券的资金

为 i
tu ，令 ( )0 1, , , n

t t t tU u u u ′=  ， tP 与 tU 也独立。{ }, 0,1, , 1tU t T= − 为投资者的资产负债动态管理策略。
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以上假设均为均值–方差投资组合模型的标准假设。 
本文考虑有随机现金流的情况，假设投资者在各个阶段有可能追加新的资金或抽走部分原有资金[7]。

设其在第 t 阶段追加或抽走的资金用随机变量 ty 表示，本文考虑相对简单的情形，即 0 1 1, , , Ty y y − 是独立

的，且 ty 与 tx ， tl 独立。进一步可以讨论不独立的情形，这将在以后的工作中进一步完善。设 

( ) ( ),Var , 0,1, , 1t t t tE y a y b t T= = = − ，于是投资者的总盈余过程可以表示为： ,t t tS x l= −  1, , 。t T=  其

中总财富动态为： 

1
1 1

n n
i i i

t t t t t t t
i i

x e u r x u y+
= =

 = + − + 
 

∑ ∑  

投资者将按照均值–方差准则优化总盈余资产，于是此多期均值–方差资产负债问题可以表示如下： 

( ) ( )
1 1 1

AL MV : max Var
                  . .  
                              , 0, , 1,

T T

t t t

t t t t t t t

E S S
s t S x l

r x PU q l y t T

ω

+ + +

− −

= −
′= + − + = −

 

其中 0ω > 表示总盈余资产 TS 的均值–方差权衡(trade-off)参数。 
此资产–负债管理问题的状态空间是 ( ),t tx l ，控制变量空间为 ( )tU ，目标函数是不可分的，利用

mean-field 方法，把状态空间扩展为 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , ,t t t t t tE x E l x E x l E l− − ，控制变量空间扩展为

( ) ( )( ),t t tE U U E U− ，同时把目标函数重新整理，得到： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

2

2 2

Var

(

 2

T T T T T

T T T T T T

T T T T

E S S E S E S E S

E x E l E x E x l E l

x E x l E l

ϖ ω

ω ω

ω

− = − −

= − − − + −

− − −

 

于是在 mean-field 框架下，原资产–负债管理问题可写为： 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ){
( )( ) ( )( )}

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1 1 1 1 1

ALMV MF : max

                                2

                      s.t.   , , ,

T T T T T T

T T T T

t t t t t t

E x E l E x E x E l E l

E x E x l E l

E x x E x E l l E l

ω ω

ω

+ + + + + +

− − − − − −

+ − −

− −

 

分别满足动态方程(1)，(2)，(3)，(4)， 0,1, , 1t T= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

0 0

,t t t t t tE x r E x E P E U E y

E x x
+ ′ = + +


=

                          (1)

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
( )

1 1

0 0 0
t t t t t t t t t t t t tx E x r x E x U E U P P E P E U y E y

x E x
+ + ′ ′ ′ ′− = − + − + − + −


− =

            (2) 

( ) ( ) ( )
( )

1

0 0

,t t tE l E q E l

E l l
+ =


=

                                   (3) 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( )

1 1

0 0

,

0
t t t t t t t tl E l l E l q q E q E l

l E l
+ + − = − + −


− =

                          (4) 

3. 模型的求解 

为了求解此资产–负债管理问题(ALMV-MF)，需要两个引理，其证明可以参考文献[10]。 
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引理 1：设 ( ) ( ) ( )1
t t t t tB E P E PP E P−′ ′= ，则下式成立： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

1
t t t

t t t tt
t

E P P E P
E P P E P E P E P

B

−
− ′

′ ′ − =  −
 

给出引理2之前，先给出相关符号表示。设多期优化控制问题的目标函数为： 

( ) ( )
1

0
, ,

T

t t t T T
t

E h x u h x
−

=

 +  
∑  

tx 表示状态变量， tu 表示控制变量， 0,1,2, , 1t T= − 。设 t℘ 表示状态t时刻的信息，令 

( ) ( ) ( )
1 1

1

1 1 0 1 1,. , 1
; , , , max ,

t T

T

t t t j j j T T tu u j t
J x u u u E h x u h x

+ −

−

+ + +
= +

 
= + ℘  

 
∑



  

Bellman最优原理指出多期优化问题的最优策略具有如下特性[11]：就最优策略而言，不论当前状态是由

以前何种决策所造成，余下的策略对当前的状态亦必定构成最优策略，从而如果优化问题的目标函数是可分

的，那么运用动态规划可将多期最优决策问题分解为一系列单期最优决策问题求解，于是t时刻的最优策略为： 

( ) ( ){ }*
1 1 0 1arg max ; , , , , ,

t
t t t t t t t

u
u E J x u u u h x u+ + = ℘ +                        (5) 

而文献[10]则进一步利用条件期望的平滑性得到如下引理： 
引理2：设多期优化控制问题中各个符号表示如上所示， 

若 ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1 0 1 2 0 1; , , , ; , , , ; , , ,t t t t t t t t t tE J x u u u g x u u u g x u u u+ + ℘ = +    ， 

其中 ( )2 0 1; , , , 0t t tE g x u u u  = 
，则有 

( ) ( )*
1 0 1arg max ; , , , , , 0,1, , 1.

t
t t t t t t

u
u g x u u u h x u t T = + = −                       (6) 

注1：比较(5)、(6)两式可知：值函数 ( )1 1 0 1; , , ,t t tJ x u u u+ +  的条件期望的期望为0的部分 ( )2 0 1; , , ,t t tg x u u u

对最优策略 *
tu 的确定没有贡献。 

下面给出本文的主要结论。 
命题 1：资产–负债管理问题(ALMV-MF)的最优策略为： 

( ) ( ) ( )
( )

1
1*

12 1
t t t t

t
t t

E P P E P
E U

B
α

α

−
+

+

′
=

−

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * 11

1

0,1,, ,
2

1,t
t t t t t t t t t t t

t

U E U r x E x E q l E l E P P E TP t
γ
α

−+

+

 
′− = − − − − =

 
−   

最佳期望盈余水平为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
11 1 11

0 0
0 1 00 1

, 1, , , 1, 0 .
2 1

tt t tj j
t i k j i

i k j ij j j

B
E S x r r a E q l t T

B φ φ

α

α

−− − −
+

= = + == +

    = ∏ + ∏ ⋅ + −∏ = ∏ ⋅ = ∑ ⋅ = 
−    

∑ 



 

其中

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 1

2
2 21

1 1
1

2
2 1

1 1 1 1
1

, , 1 ,

, 1 ,
4

        0,1, ,

Var ,
4 1

1, 1, , , 2 , 0.

t t t t t t t t t t

t
t t t t t t t t t t

t

t t
t t t t t t t t t

t t

T T T T T T

r E q r B

E q E q B r B E q
t T

B
C a b E l q C

B

C

α α β β α α

γ
β β γ γ

α

α
α α β

α

α β α ω β ω γ ω

+ + +

+
+ +

+

+
+ + + +

+

= = = −

 
= − = − 
  = −

= − − + +
−

= = = = = =

 

 















1.   
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证明：资产–负债管理问题(ALMV-MF)的目标函数为：  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 2
2T T T T T T T T T TE E x E l x E x l E l x E x l E lω ω ω − − − − − + − −  

， 

故 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

2 2

2 2

, , ,

2

T T T T T T T

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T T T T

J E x x E x E l l E l

E x E l x E x l E l x E x l E l

E x E l x E x l E l x E x l E l

ω

α β α β γ

− −

 = − − − + − − − −     

= − − − − − + − −



       (7) 

1, 1, , , 2 .T T T T Tα β α ω β ω γ ω= = = = =

                               (8) 

由(5)式知： 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ){ }
1 1

* * *
1 1 1 1

1 ,
, arg max , , ,

t t
t t t t t t t t t t t

E Ut U E U
E U U E U E J E x x E x E l l E l

− −
− − − −

− −

 − = − − ℘   

根据 Bellman 最优原理，有如下递推公式： 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1 1 1 1,

* * * * * *
1 2

, , ,

max , , ,

; , ; ,
t t t

t t t t t t t

t t t t t t t tE U U E U

t t t t t t t t

J E x x E x E l l E l

E J E x x E x E l l E l

g E U U E U g E U U E U

+ + + + + + +−

− −

 = − − ℘ 

= • − + • −

 

其中 ( ) ( )( )2 ; , 0t t t tE g E U U E U • − =  ，故 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1

* * * * * *
1 1 2 1

1,1 1 1 1 1,2 1 1 1

, , ,

; , ; ,

; , ; ,

t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t t

E J E x x E x E l l E l

E g E U U E U E g E U U E U

g E U U E U g E U U E U

−

− −

− − − − − − − −

 − − ℘ 
   = • − ℘ + • − ℘      

= • − + • −

 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
1,1 1 1 1 1 1; , ; ,t t t t t t t t tg E U U E U E g E U U E U− − − − −

 • − = • − ℘  
             (9) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * *
1,2 1 1 1 2 1; , ; , ,t t t t t t t t tg E U U E U E g E U U E U− − − − −

 • − = • − ℘  
 

( ) ( )( )1,2 1 1 1; , 0t t t tE g E U U E U− − − − • − =  ，考虑到“注 1”，故有： 

( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

1 1 1

1 1 1

1 1 1

* * *
1 1 1

1
,

1,1 1 1 1
,

* * *
1 1

,

,

arg max , , ,

arg max ; ,

arg max ; ,

t t t

t t t

t t t

t t t

t t t t t t t t
E U U E U

t t t t
E U U E U

t t t t t
E U U E U

E U U E U

E J E x x E x E l l E l

g E U U E U

E g E U U E U

− − −

− − −

− − −

− − −

−
−

− − − −
−

−
−

−

 = − − ℘ 

= • −

 = • − ℘  

                (10) 

下面我们证明 ( ) ( )( )* * *
1 ; ,t t t tg E U U E U• − 有如下形式： 
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( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

* * *
1

2 2

; ,

,

t t t t

t t t t t t t t t t t t t t t t

g E U U E U

E x E l x E x l E l x E x l E l Cα β α β γ

• −

= − − − − − + − − +



        (11) 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 1

2
2 21

1 1
1

2
2 1

1 1 1 1
1

, , 1 ,

, 2 1 ,
4

0,1, , 1.

Var ,
4 1

1, 1, , , 2 , 0.

t t t t t t t t t t

t
t t t t t t t t t t

t

t t
t t t t t t t t t

t t

T T T T T T

r E q r B

E q E q B r B E q
t T

B
C a b E l q C

B

C

α α β β α α

γ
β β γ ω γ

α

α
α α β

α

α β α ω β ω γ ω

+ + +

+
+ +

+

+
+ + + +

+

= = = −

 
= − = + − 
  = −

= − − + +
−

= = = = = =

 

 















        (12) 

当 1t T= − 时，即计算 ( )1,1 0 1; , , ,T t tg x u u u−  ，为此先计算 ( )( ) ( )( )2 2
,T T T Tx E x l E l− − 。注意(1)~(4)，

于是有： 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

2 22
1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

 

 2 2 (

 2( ( ))

T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T

T T T T

x E x r x E x U E U P P U E U

y E y E U P E P P E P E U

r x E x P U E U r x E x P E P E U

U E U P P E

− − − − − − − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −

− − − −

′ ′ ′− = − + − −

′ ′ ′+ − + − −

′ ′ ′+ − − + − −

′ ′ ′ ′+ − − ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 (

 2 2
T T T T T T T

T T T T T T T T T T

P E U r x E x y E y

U E U P y E y E U P E P y E y
− − − − − − −

− − − − − − − − − −

+ − −

′ ′ ′+ − − + − −

(13) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 22 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12T T T T T T T T T T T T T Tl E l q l E l E l q Eq q E l l E l q E q− − − − − − − − − − − −− = − + − + − −

(14) 
把(1)~(4)以及(13)~(14)代入(7)式并取条件期望：  

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

1

2 2
1

1 1 1 1 1 1 1

22
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

, , ,

  Var

T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T

E J E x x E x E l l E l

E E x E l x E x l E l x E x l E l

r E x E P E U E y E l E q

r x E x U E U E P P U E U y

α β α β γ

α β

α

−

−

− − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − ℘

 = − − − − − + − − ℘  
′= + + −  

 ′ ′ ′− − + − − +








( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

22 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

  Var

  2Var 2

  

T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T

E U E P P E P E P E U E q l E l E l q

q E l l E l r x E x E P U E U

r E q x E x l E l E P U E U E q l

β β

β α

γ γ

− − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −

− − − − − − − − − −



′ ′ ′+ − − − −
′− − − − −

′+ − − + −

 





( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

1 1 1 1 1 1 1

1,1 1 1 1 1,2 1 1 1

  2

; , ; ,

T T

T T T T T T T T

T T T T T T T T

E l

U E U E P P E P E P E U

g E U U E U g E U U E U

α
− −

− − − − − − −

− − − − − − − −

−

′ ′ ′ ′− − −

= • − + • −



(15) 

其中 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1,2 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

; , 2Var

  2
T T T T T T T T T

T T T T T T T T

g E U U E U q E l l E l

U E U E P P E P E P E U

β

α
− − − − − − − −

− − − − − − −

• − = − −

′ ′ ′ ′− − −



 ，
 

显然有 ( ) ( )( )1,2 1 1 1; , 0。T T T TE g E U U E U− − − − • − =   

因为 1Ty − 与 1 1,T Tx l− − 均独立，故与 1T −℘ 也独立，取条件期望后值为 0，所以上式中没有 ( )1 1T Ty E y− −−

的相关项，同样的原因上式中也没有 ( )1 1T TP E P− −− 、 ( )1 1T Tq E q− −− 的相关项。 
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由(15)式知： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

1,1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

22
1 1 1 1 1 1 1 1 1

22
1 1 1 1 1 1 1 1 1

; ,

Var

   

  

T T T T

T T T T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T

g E U U E U

r E x E P E U E y y E l E q

r x E x U E U E P P U E U

E U E P P E P E P E U E q l E l

α α α α β

α

β

− − − −

− − − − − − − −

− − − − − − − − −

− − − − − − − − −

• −

′= + + − −

 ′ ′ ′− − + − −

′ ′ ′+ − − −







( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2
2 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

  Var 2

  

Var
4 1

  

T T T T T T T T T T

T T T T T T T T T T T T T T

T T
T T T T T T T T T T T T T

T T

E l q r x E x E P U E U

r E q x E x l E l E P U E U E q l E l

Br E x E q E l a b E l q
B

β α

γ γ

α
α β α α β

α

− − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −

−
− − − − − − − −

−

′− − − −

′+ − − + − −

= − + − − +
−

−











( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

2
2 22 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

1 (
4

 
2

  
2

T
T T T T T T T T T T T

T

T
T T T T T T T T T T T T

T

T
T T T T T T T

r B x E x E q E q B l E l

U E U r x E x E q l E l E P P E P

E P P U E U r x E x

γ
α β

α

γ
α

α

γ

− − − − − − − − −

−
− − − − − − − − − − −

− − − − − − −

 
− − − − − 

 
′  

′ ′ ′− − + − − −  
   

′⋅ − + − −













( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1
1 1 1 1 1 1

1
1 1 1

1 1 1 1 1
1

1
1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1

 
2 1

( ) ( )
 1

2 (1 )

T T T T T T
T

T T T T
T T T T T T

T T

T T T T
T T T T T T T T

T T

E q l E l E P P E P

E P P E P
E U E P P E P EP

B

E P P E PE U r B E q x E x l
B

α

α
α

α

α
γ

α

−
− − − − − −

−
− − −

− − − − −
−

−
− − −

− − − − − − −
−

  
′−  

   
′ ′

′ ′− − −  − 
 ′
⋅ − + − − − 







( )( )1TE l −−

(16) 

由(10)式知： 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( )( )
1 1 1

* * *
1 1 1 1,1 1 1 1

,
, arg max ; ,

T T T
T T T T T T T

E U U E U
E U U E U g E U U E U

− − −
− − − − − − −

−
− = • −  

于是由(16)式可推得知 1T − 时刻的最佳策略： 

( ) ( ) ( )
( )

1
1 1 1*

1
12 1

T T T T
T

T T

E P P E P
E U

B
α

α

−
− − −

−
−

′
=

−

， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12

T
T T T T T T T T T T T

T

U E U r x E x E q l E l E P P E Pγ
α

−
− − − − − − − − − − −

 
′− = − − − − 

 

， 

把最佳策略代回(16)式得： 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

* * *
1,1 1 1 1

2
2 1

1 1 1 1 1 1 1 1
1

2
2 22 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

; ,

Var
4 1

  1
4

  1

T T T T

T T
T T T T T T T T T T T T T

T T

T
T T T T T T T T T T T

T

T T T T T

g E U U E U

Br E x E q E l a b E l q
B

r B x E x E q E q B l E l

r B E q x

α
α β α β β

α

γ
α β

α

γ

− − − −

−
− − − − − − − −

−

− − − − − − − − −

− − − −

• −

= − + − − +
−

 
− − − − − − 

 
+ − −

 









( )( ) ( )( )1 1 1T T TE x l E l− − −−
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结合(8)式知， ( ) ( )( ) ( )* * *
1,1 1 1 1 1; ,T T T T Tg E U U E U h− − − − −• − + • 满足(11)-(12)式。 

下面用数学归纳法证明(11)~(12)式对于 0 1t T≤ ≤ − 都成立。现在已知，当 1t T= − 时，(11)~(12)式成

立，我们假设(11)~(12)式对 t 成立，即 ( ) ( )( )* * *
1 ; ,t t t tg E U U E U• − 满足(11)~(12)式，证明(11)~(12)式对 1t −

也成立。既然(11)~(12)式对 t 成立，则由(9)式可得， 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1,1 1 1 1 1 1

2 2

1

; , ; * , * *

  

t t t t t t t t t

t t t t t t t t t t

t t t t t t t

g E U U E U E g E U U E U

E E x E l x E x l E l

x E x l E l C

α β α β

γ

− − − − −

−

 • − = • − ℘ 
= − − − − −

+ − − + ℘ 



  

进行与(15)~(16)式类似的推导，并注意 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )( )
1 1 1

* * *
1 1 1 1,1 1 1 1

,
, arg max ; ,

t t t
t t t t t t t

E U U E U
E U U E U g E U U E U

− − −
− − − − − − −

−
− = • −  

可得： 

( ) ( ) ( )
( )

1
1 1 1*

1
12 1

t t t t
t

t t

E P P E P
E U

B
α

α

−
− − −

−
−

′
=

−

                             (17) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )* * 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12

t
t t t t t t t t t t t

t

U E U r x E x E q l E l E P P E P
γ
α

−
− − − − − − − − − − −

 
′− = − − − − 

 
， 

且把最优策略 ( ) ( )( )* * *
1 1 1,t t tE U U E U− − −− 代入 ( ) ( )( )1 1 1 1; ,t t t tg E U U E U− − − −• − ，并注意 (8)式，得到

( ) ( )( )* * *
1 1 1 1; ,t t t tg E U U E U− − − −• − 也满足(11)~(12)式。 

利用(1)，(3)，(17)计算得到 ( )1tE S + ： 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1
0 0

0 1 00 1

' *

,
2 1

0,1, , 1, 1, 0.

t t t

t t t t t t t

tt t tj j
i k j i

i k j ij j j

E S E x E l

r E x E P E U E y E q E l

B
x r r a E q l

B

t T φ φ

α

α

+ + +

+

= = + == +

= −

= + + −

    = ∏ + ∏ ⋅ + −∏ 
−    

= − ∏ ⋅ = ∑ ⋅ =

∑




                (18) 

证毕。 
由命题 1 可得资产–负债管理问题在 t 时刻的最优策略为： 

( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

1
1* 11

1 12 1 2
t t t t t

t t t t t t t t t t
t t t

E P P E P
U r x E x E q l E l E P P E P

B
α γ

α α

−
+ −+

+ +

′  
′= − − − − −  

 

其中 , ,t t tα α γ 由(12)式给定 
为求有效前沿，还须计算 ( )1Var tS + 。 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2

1 1 1 1 1

2 2
1 1 1 1

1 1 1 1

Var( )

2

t t t t t

t t t t

t t t t

S E x E x l E l

E x E x E l E l

E x E x l E l

+ + + + +

+ + + +

+ + + +

 = − − − 

= − + −

− − −
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
{ }

( )

2 22 2
1 1

2 2
0

0, , ,0

Var

Var

t t t t t t t

t

i j
j t j ii

E l E l E l q E q E l E l

l q E q

+ +

∈ ≠=

− = + −

= ∏∑


 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

2 1
1 1 1 1 1 1

1
2

2 22 21
12

1
2

1 1
2

1 1

2 1
21

12
1 1

1
4

  1
4 1

1
4 1

t
t t t t t t

t

t
t t t t t t t t t t

t

t t t
t t t t t t t

t t t

t t
i i

i j j
j ii i i

E x E x E x E x l E l

r B E x E x b B E q E l E l

B
r B E q E x E x l E l

B

B
b r B

B

γ
α

γ
β

α

γ α
α α

α γ
α

+
+ + + + + +

+

+
+

+

+ +

+ +

−
−

−
== −

− − − −

= − − + − −

− − − − +
−

 
= + ∏ − −  − 
∑







 



( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

21 1
2 21 1

2 11 1

1 1
21

11 1

Var 1
4

  1 1

t t
i i

i i i j j
j ii i

t t
i

i i i i j j
j ii I

B E q l r B

r B E q r B

β
α

γ
ρ

α

− −
+ +

= += +

− −
+

= += +

∏ −

− − ∏ −

∑

∑







 

于是得到 ( )1Var tS + 的表达式： 

( ) ( )( )

( )
{ }

( )( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1 1 1

221
1 0

0,1, , ,11

2 1
21

12
1 1

21 1
2 21 1

2 11 1
1

1

1 1

Var

2 Var

  1
4 1

  Var 1
4

 

t t t

t
t

t i j
j t j iit

t t
i i

i j j
j ii i i

t t
i i

i i i j j
j ii i

t
i

i I

S E S E S

l q E q

B
b r B

B

B E q l r B

r

γ
ρ

α

α
α

γ β
α

γ
α

+ + +

+
+

∈ ≠=+

−
−

−
== −

− −
+ +

= += +

−
+

= +

= −

 
= − + ∏ 
 

 
+ + ∏ −  − 

− ∏ −

−

∑

∑

∑

∑












( ) ( ) ( )
1

2

1
1 1

t

i i i i j j
j i

B E q r Bρ
−

= +
− ∏ −

                  (19) 

其中 , , ,t t t tα α β γ 由(12)式给定，都依赖于ω ，结合(18)，(19)式消去参数ω 即得有效前沿。 
当 0, 0,1, , 1t tl y t T= = = − 时，多期资产–负债问题简化为最经典的多期均值方差问题，参数

, ,t t tβ β γ 均为 0，其余参数简化为： 

( ) ( )
2

2 1
1 1 1

1

, 1 , ,
4 1 0,1, 1.

1, , 0.

t t
t t t t t t t t t

t t

T T T

B
r r B C C

B t T
C

α
α α α α

α

α α ω

+
+ + +

+

= = − = +
− = −

= = =

 






 

与文献[9]中相应的结论一致。 

4. 结论 

本文考虑有现金流追加的投资选择问题，在均值–方差模型框架下，该问题的目标函数含有盈余期

望的平方这一非线性项，求解存在困难。作者利用 mean-field 方法，扩大了状态空间和策略空间，从而

可以利用动态规划原理，进而通过迭代计算求得了最佳策略和有效前沿。 
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