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Abstract 
There are many mathematical analysis processes in space map projection, such as the power se-
ries expansions of the ellipsoid’s eccentricity, differentials of composite functions, spatial coordi-
nate transformation, Fourier series expansions, Matrix operation. Traditional algorithms derived 
by hand are not perfectly solved. Taking all kinds of complex mathematical analysis processes in 
space map projection, the computer algebra analysis of satellite ground trajectory, space map 
projection forward and inverse solution, space map projection transformation and visualization 
are deeply carried out with the help of computer algebra analysis method and the powerful ability 
of mathematical analysis of computer algebra system. The new formulas and algorithms in sym-
bolic form are established, which have more concise form, stricter theory basis and higher accu-
racy compared to traditional ones. The characteristics hiding in all kinds of complicated mathe-
matical models of space map projection can be revealed. The breakthrough and innovation of 
some mathematical analysis problems in the special field of space map projection can be realized, 
which will further enrich and perfect the theoretical system of space map projection. The research 
results could be widely applied in such fields as processing of satellite remote sensing image, car-
tography, spatial information positioning, surveying, and etc. 
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摘  要 

空间地图投影涉及大量的椭球偏心率幂级数展开、复合函数微分、空间坐标变换、傅里叶级数展开、矩

阵运算等一系列含时间变量的复杂数学分析过程，传统算法主要依靠人工推导完成，许多问题解决的并

非完美。以空间地图投影各种复杂数学分析过程为研究对象，提出利用计算机代数分析方法，借助计算

机代数系统强大的数学分析能力，深入开展卫星地面轨迹投影、空间地图投影正反解、空间地图投影变

换计算机代数精密分析和空间地图投影计算机代数可视化研究，推导和建立理论上更严密、形式上更简

单、精度上更精确的符号化的新公式和新算法，揭示空间地图投影各类复杂数学模型背后隐藏的规律。

空间地图投影计算机代数分析研究可以实现空间地图投影特定数学分析问题的突破和创新，进一步丰富

和完善空间地图投影的理论体系。研究成果可广泛应用于卫星遥感图像处理、地图制图、空间信息定位、

测量等领域。 
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1. 引言 

卫星遥感图像数据的大量涌现，为地图制图提供了丰富的资料来源，促使卫星遥感制图不断发展。

由于卫星遥感制图是一种动态的制图过程，传统意义上的静态、二维的地图投影理论和方法已不能适应

其应用需求，与之相适应地也开辟了地图投影学的一个崭新研究领域—空间地图投影[1]。空间地图投影

能够很好地模拟卫星动态成像的物理过程，可将传统地图投影中地球形状、透视中心和投影面三者固定

的关系转换成随时间变化的函数关系，是适合于遥感图像处理的动态投影，是卫星图像的一种较为理想

的数学基础。 
当前，我国已经发射了 100 多颗人造地球卫星，其中包括高分四号、资源三号等多颗遥感卫星，今

后还将要发射一系列资源卫星和多用途军事应用卫星等，对这些卫星图像数据的处理和制图是摆在我们

面前的首要任务。因此，开展空间地图投影研究，建立与卫星图像相适应的数学基础具有非常重要的科

学意义和现实意义。同时，随着人们不断获得大范围的、多分辨率的、海量的地理空间数据，空间地图

投影算法的优劣在计算机实现中至关重要，为满足计算机处理海量数据的变换需求，迫切需要研究方程

简、精度高、适用范围广的空间地图投影新算法。 
空间地图投影涉及地球形状、地球自转、卫星轨道摄动等非常复杂的数学分析问题，从而不可避免

地会遇到大量的椭球偏心率幂级数展开、复合函数微分、空间坐标变换、三角函数变换、傅里叶级数展

开、矩阵运算等一系列与时间变量有关的复杂符号推导过程。过去由于历史条件的限制，空间地图投影

数学分析问题主要依靠人工推导完成。由于问题本身的复杂性，人工处理费时费力、又非常繁琐冗长，

并且很容易出错；特别是随着展开阶数的增加，展开式的复杂性会呈几何级数增加，人工推导难度极大，

甚至难以完成。本文总结了空间地图投影数学分析的研究现状，分析了当前研究中存在的问题，并给出

了相应的研究对策，以期为空间地图投影研究提供参考。 
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2. 空间地图投影研究现状 

2.1. 空间地图投影正反解研究现状 

空间地图投影按投影经纬线形状可分为空间方位、空间圆柱、空间圆锥投影三种。以下分别介绍这

三中投影正反解的国内外研究现状。 
1) 空间方位投影正反解研究方面 
空间方位投影为遥感影像最原始、最常用的投影方式，包括单张航空像片的正负图像空间透视投影，

倾斜像面透视投影，空间正、斜方位投影等。 
国外研究方面，Snyder 研究了单张倾斜像面的航天像片的构像模型，为模拟航天像片提出了地球透

视投影的三角方程[2]；布加耶夫斯基详细阐述了单张航天像片的理论和投影方法，论述了将摄影像片和

非摄影像片变换为给定的地图投影的问题、像片量测测的数学处理问题以及从单张像片上向地图传递地

物信息的问题[3]；Deakin 利用矢量方法导出了单张像片的投影公式[4]；Hanna 研究了单张像片正负图像

的地图坐标解析式[5]。 
国内研究方面，时晓燕根据透视投影的基本原理，给出了关于倾斜相机式投影的几何解法，在此基

础上分析了倾斜相机式投影与外心投影的异同，提出了二者比较的一致性条件[6]；任留成利用矢量方法

推出椭球的倾斜像面空间透视投影正解公式，计算出此正解公式与球体的相应正解公式之间的误差，并

且利用矢量方法导出其相应反解公式[7]；丁琳针对卫星动态获取的正图像，建立了平面透视投影，利用

矢量解法导出了其正反解变换和星下点坐标计算公式[8]；利用空间几何理论建立了卫星图像的随时间变

化的空间斜方位投影模型，利用矢量解法建立了该投影模型的正解和反解变换算法以及星下点坐标计算

方法，摆脱了卫星像片构像方程要依赖于像片的外方位元素的限制，解决了图像量算与像点快速定位的

算法问题[9]。 
2) 空间圆柱投影正反解研究方面 
空间圆柱投影的主要研究内容包括：空间墨卡托投影、空间高斯—克吕格投影和等角空间投影等。 
国外研究方面，Colvocoresses 首先提出了适用于 Landsat 卫星图像应用的新型地图投影—空间斜墨卡

托投影(SOM)[10]，描述了该投影的几何模型，但并未推导其相应的数学公式，他建议制图工作者致力于

研究其数学模型及编程计算，并指出数学问题是这项研究中最重要的问题。1977 年，Junkins 和 Snyder
各自独立推导出了 SOM 投影公式[11] [12]。Snyder 考虑了卫星与地球的相对运动、地球的自转和轨道的

进动等情形，假设星下点轨迹保持长度不变形，把地球分为球体和椭球体，把卫星轨道分为圆形和椭圆

形，分四种情况建立了相应的 SOM 投影公式。Junkins 采用完全不同于 Snyder 的思路，推导出适合描述

卫星遥感光学图像数据的动态地图投影模型。在保持星下点轨迹长度不变形和曲率不变的假设条件下，

导出了卫星星下点轨迹线的微分方程，建立了扫描点的 SOM 投影。Junkins 的投影公式通用性强，可用

于非圆形轨道，但是公式较为复杂，也不等角，更适用于非圆形轨道；Snyder 的投影公式简单，且近似

等角，适合于(陆地卫星)圆形轨道。 
国内研究方面，杨启和讨论了卫星地面轨迹在投影中的映像，并对 SOM 投影模型进行了较深入的分

析和实验[13]；李建森推导了球体、椭球体空间斜墨卡托投影公式，指出了空间投影的特点和用途，给出

了可实际应用的 SOM 投影正反解公式计算程序包[14]；程阳在 SOM 投影几何模型条件下，基于卫星飞

行轨道在惯性系中满足的微分方程组，利用数值解法得到了星下点轨迹线在投影平面上的坐标，再计算

出相应的切墨卡托投影坐标，采用正形多项式拟合的方法得到了目前仅有的等角空间地图投影(CSP)，并

进行了投影变形分析[15] [16]。程阳提出的等角空间地图投影具有广泛的适用性，可适用于任何卫星轨道，

圆形轨道和椭圆形轨道，且近极轨道和低纬轨道均适用。赵琪将 SOM 投影改进为适合于大幅面卫星图像
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的空间割圆柱投影，给出了该投影的一般公式并分析了其变形情况[17]；任留成研究了适合星下点轨迹是

赤道的卫星图像数据的空间墨卡托投影，推导了该投影正解公式，分析了其变形情况，并证明了该投影

是等角空间投影[18]；研究了适合于星下点轨迹是某一经线的卫星图像数据的空间高斯—克吕格投影，推

导了该投影正解及变形公式，并证明了该投影是等角空间投影[19]。 
3) 空间圆锥投影正反解研究方面 
空间斜墨卡托投影和等角空间投影是专门为沿星下点轨迹周围扫描成像的卫星图像而设计的空间投

影，投影精度只能满足星下点轨迹周围 220 km 以内的扫描图像，而侧视雷达的侧视区域中心线一般偏离

星下点轨迹大约 270 km 以上，不适合用空间斜墨卡托投影和等角空间投影表示，而更适合用空间圆锥投

影表示，目前该方面的研究还比较少。针对卫星侧视雷达图像的空间地图投影问题，任留成为卫星侧视

雷达图像设计了一种空间斜圆锥投影[20]，根据空间斜圆锥投影的几何模型，建立了侧视区域中心线轨迹

投影，进而导出了空间斜圆锥投影公式，并讨论了投影变形。该投影能够保持侧视区域中心线不变形，

直接建立了侧视区域内像素点与地面点之间较近似的对应关系。 
4) 空间地图投影正反解研究存在的主要问题 
空间地图投影正反解涉及大量的椭球偏心率幂级数展开、复合函数微分、特殊函数展开、空间坐标

变换等一系列包含时间变量的繁琐的符号推导过程。限于当时的历史条件，计算机代数分析方法和计算

机代数系统并未得到充分利用，其间许多推导过程主要由人工完成，还存在一些急需解决的问题。如有

些算法是基于球体模型导出的，存在近似，精度不高；有些算法正反解表达式相当复杂繁琐，计算效率

不高；特别是有些投影正解展开式系数为积分形式，应用时以具体的数值形式给出，对于不同的椭球需

要重新计算系数，不便于推广应用，反解展开式则包含繁琐的迭代计算，理论分析不甚方便。笔者认为，

非常有必要开展空间地图投影正反解的计算机代数分析研究，借助计算机代数系统的强大数学分析能力，

提高推导效率，消除近似处理和迭代运算，得到理论上更为严密、形式上更为简单、精度上更为精确的

符号化的算法和数学模型。 

2.2. 空间地图投影变换研究现状 

空间地图投影变换是空间地图投影的一个重要组成部分，研究的主要内容包括不同空间地图投影之

间的变换、空间地图投影与传统地图投影之间的变换。 
空间地图投影变换的主要方法有解析变换法、数值变换法、数值解析变换法[21] [22]，其实现过程及

主要特点如表 1 所示。 
因为现行的地形图采用传统地图投影，卫星遥感用户在使用图像时，通常喜欢把遥感图像附于地形

图上，所以利用遥感图像进行制图时，无论遥感图像产品的投影性质如何，最后都将根据用户要求转换 
 
Table 1. The implementation procedure and main characteristics of space map projection transformation methods 
表 1. 空间地图投影变换方法的实现过程和主要特点 

方法 实现过程 主要特点 

反解变换法 通过中间过渡的方法，反解出原地图投影点的地理坐标，

再代入新投影中求得该点在新投影下的直角坐标。 
投影方法是严密的，但计算过程复杂，有时需要

繁琐的迭代运算，计算效率不高。 

正解变换法 直接确定原地图投影下点的直角坐标与新投影下相应直

角坐标的联系。 
表达了编图和制图过程的数学实质，不同投影之

间具有精确的对应关系。 

数值变换法 采用多项式逼近的方法建立两投影间的变换关系式。 不能反映投影变换的数学实质，对于较大区域的

地图为了保证变换精度必须分块处理。 

数值解析变换法 采用多项式逼近的方法求出原投影点的地理坐标，然后代

入新投影方程。 
类似于数值变换法，为了保证变换精度，同样应

采用分块变换。 
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成所需的地图投影。这使得人们更多地关注空间地图投影与传统地图投影之间的变换问题，而较少研究

不同空间地图投影之间的变换。李建森采用一般四次正形多项式和最小二乘法平差的四次正形多项式，

建立了空间斜墨卡托投影与高斯投影、等角圆锥投影之间的数值变换关系式[14]；任留成系统给出了空间

斜墨卡托投影与高斯—克吕格投影、等角圆锥投影、UTM 投影、墨卡托投影、方位投影之间的变换公式

[1]，为空间斜墨卡托投影下的图像变换问题提供了理论依据。 
虽然前人对上述方法进行了大量的研究，并在一定程度上解决了许多问题，但由于当时历史条件和

分析手段的限制，一些问题解决得并非完美和理想： 
1) 如空间地图投影和传统方位投影间的变换主要采用反解变换法，变换中有时需要经过繁琐的迭代

运算才能反解出大地纬度，使得计算过程变得相当复杂，计算效率不高，特别是这种方法而未能建立投

影坐标间的直接关系式，不能表达编图和制图过程中的数学实质，而且变换中有些公式的系数表现为适

用于特定参考椭球的具体数值形式，不便于推广使用。 
2) 对于等角空间投影之间的变换以及等角空间投影与传统等角投影之间的变换，传统上通常将一种

等角投影的坐标展开为另一种等角投影坐标的幂级数形式，虽然是不同等角投影坐标间的直接关系式，

但存在近似处理，特别是其计算精度受变换区域大小的限制。 

3. 空间地图投影数学分析研究对策 

针对当前空间地图投影研究存在的问题，笔者认为非常有必要开展空间地图投影计算机代数精密分

析研究，以空间地图投影各种数学分析过程和数学模型为研究对象，充分利用具有严格解析意义的计算

机代数分析方法，借助计算机代数系统强大的数学分析能力[23] [24]，系统地解决过去人工推导未能完美

解决的空间地图投影数学分析问题，推导和建立理论上更为严密、形式上更为简单、精度上更为精确的

空间地图投影新公式和新算法，揭示各类空间地图投影复杂数学模型和海量数据背后隐藏的规律，实现

空间地图投影在一些具体数学分析问题上的突破和创新，进一步丰富和完善空间地图投影的理论体系。

具体可以从以下四个方面开展研究。 

3.1. 卫星地面轨迹投影计算机代数精密分析研究 

卫星地面轨迹也称卫星星下点轨迹，即地心至卫星的向径与地球表面的交点(星下点)在地面上移动的

轨迹，如图 1 所示。卫星地面轨迹投影是指将卫星星下点轨迹描绘在地图上的投影，是构建卫星图像空

间地图投影的基础，因此是空间地图投影的一项重要内容。研究卫星地面轨迹投影的目的是为了便于确

定卫星地面轨迹的位置。 
 

 
Figure 1. The sketch map of the track of sub-satellite point 
图 1. 卫星星下点示意图 
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现有的关于卫星地面轨迹线的投影主要有三种基本形式：一是圆柱投影，即卫星轨道圆柱投影；二

是双正形纬线圆锥投影，包括双纬线卫星轨迹正形圆锥 投影和双正形纬线卫星轨迹圆锥投影(其中一纬

线为轨迹极限)；三是单标纬圆锥投影，包括单正形纬线卫星轨迹圆锥投影和最接近方位投影的卫星轨迹

圆锥投影。 
卫星地面轨迹方程和投影的计算涉及卫星轨道摄动、椭球偏心率幂级数展开、复合函数微分、三角

函数变换、超越函数解算等一系列与时间变量有关的复杂数学分析问题。这些问题过去由于历史条件和

分析手段的限制，许多推导过程由人工完成，特别是为了推导方便，采取了一些这样或那样的近似处理，

如现有的算法通常将地球简单视为球体，不仅理论上不够严密，而且包含复杂的迭代过程，计算效率不

高。 
因此，需要基于地球椭球模型，对卫星地面轨迹方程、卫星地面轨迹圆柱投影、卫星地面轨迹圆锥

投影以及卫星地面轨迹方位投影进行深入研究，利用计算机代数分析方法，借助计算机代数系统的强大

数学分析和符号推导能力，消除以往采取的近似处理和迭代运算，推导理论上更为严密、形式上更为简

单、精度上更为精确的符号化的新公式和新算法。 

3.2. 空间地图投影正反解的计算机代数精密分析研究 

空间地图投影正反解涉及大量的椭球偏心率幂级数展开、隐函数高阶导数求取、特殊函数展开、空

间坐标变换等一系列包含时间变量的繁琐的符号推导过程。人工处理这些问题既费时费力，又非常繁琐、

容易出错，并且随着展开阶数的增高，展开式的复杂性会呈几何级数增加，变得人工几乎不可能推导。

过去有些算法是基于球体模型导出的，存在近似，精度不高；有些算法正反解表达式相当复杂繁琐，计

算效率不高；特别是有些投影正解展开式系数为积分形式，应用时以具体的数值形式给出，对于不同的

椭球需要重新计算系数，不便于推广应用，反解展开式则包含繁琐的迭代计算，理论分析不甚方便。而

借助计算机代数系统则可以提高正解的推导效率，确保结果的准确性，并有可能导出反解无需迭代的直

接公式，实现算法上的突破。 
因此，需要利用计算机代数分析方法，借助计算机代数系统强大的数学分析能力，系统研究空间方

位投影、空间圆柱投影、空间圆锥正反解的计算机代数解法，重点研究各类空间地图投影正反解中涉及

到的椭球偏心率幂级数展开、傅里叶级数展开、空间坐标变换、三角函数变换等数学分析过程，通过具

有严格解析意义的数学分析，导出各类空间地图投影正反解关于椭球偏心率的符号表达式，使其理论上

更为严密、形式上更为简单、精度上更为精确，解决空间地图投影正反解以往限于历史条件和分析手段

未能完美解决的数学问题，实现空间地图投影在一些具体问题上的突破和创新。 
因此，需要从等角空间投影和复变函数的内在联系出发，研究各类等角空间投影正反解的复变函数

表示，借助计算机代数分析方法和计算机代数系统，推导出严密、准确、简单的等角空间投影正反解的

复变函数表达式。 
为便于分析和推导，空间地图投影有时需要采用“空间双重投影法”，即首先将椭球面按某种数学

准则投影于球面，然后将球面投影于平面。因此，选取合适的数学准则，以使椭球面投影于球面的变形

较小也是一个非常值得研究的问题。当前，椭球面投影于球面的准则主要有等距离、等角、等面积三种，

这些准则以及球体半径的确定会涉及大量关于椭球偏心率的幂级数展开、复合函数的积分等运算，过去

对这些问题的研究并不全面和充分，不仅包含很多的近似处理，而且有些公式还是具体的数值形式，不

便于推广应用。因此，需要利用计算机分析方法，借助计算机代数系统强大的数学分析能力，探索更有

效的空间双重投影准则，推导更加严密、准确的符号化的空间双重投影公式。 
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3.3. 空间地图投影变换计算机代数精密分析研究 

空间地图投影变换包括不同空间地图投影之间的变换、空间地图投影与传统地图投影之间的变换。

过去人们更多地关注空间地图投影与传统地图投影之间的变换问题，而较少研究不同空间地图投影之间

的变换。采用的主要是反解变换法和数值变换法，反解变换法需要反解出椭球面地理坐标，有时需要经

过繁琐的迭代运算，使得计算过程变得相当复杂，计算效率不高，数值变换法对于较大区域的地图为了

保证变换精度必须分块处理，特别是这两种方法而未能建立投影坐标间的直接关系式，不能表达编图和

制图过程中的数学实质，而且变换中有些公式的系数表现为适用于特定参考椭球的具体数值形式，不便

于推广应用。 
因此，需要将在导出的空间地图投影正反解表达式基础上，利用计算机代数分析方法，借助计算机

代数系统强大的数学分析能力，研究空间地图投影变换的计算机代数精密分析，具体包括以下两个方面： 
a) 不同空间地图投影之间的变换； 
b) 空间地图投影和传统地图投影之间的变换。 
研究中综合考虑正轴、横轴、斜轴三种情形，与传统反解变换不同的是，重点关注和研究椭球情形

下不同变形性质间各类空间地图投影直接变换的数学分析过程，通过具有严格解析意义的计算机代数分

析，推导出理论上更为严密、形式上更为简单、精度上更为精确的符号化的新公式和新算法。 
对于等角空间投影之间的变换以及等角空间投影与传统等角投影之间的变换，传统上通常将一种等

角投影的坐标展开为另一种等角投影坐标的幂级数形式，虽然是不同等角投影坐标间的直接关系式，但

存在近似处理，特别是其计算精度受变换区域大小的限制。因此，需要在各类等角空间投影和传统等角

投影正反解的复变函数表示基础上，利用计算机代数分析方法，借助计算机代数系统强大的数学分析能

力，建立等角空间投影之间以及等角空间投影和传统等角投影之间直接变换的严密、准确、简单的复变

函数表示模型，实现算法上的突破和创新。 

3.4. 空间地图投影计算机代数可视化研究 

过去地图投影可视化大都需要大型软件的支持，推广应用不甚方便。计算机代数系统不但具有符号

推导功能，而且具有强大的可视化分析能力。借助于这些能力，将使人们更容易发现各类空间地图投影

模型和大量数据背后隐藏的规律。因此，需要借助计算机代数系统强大的可视化功能，开展空间地图投

影计算机代数可视化研究，具体包括：卫星地面轨迹投影的可视化表现手段和算法，各类空间地图投影

角度、长度和面积变形的可视化表现手段和算法，分析投影后经纬线变形规律和特点，探索和设计新型

空间地图投影；各类空间地图投影变换的可视化表达手段和算法。 
利用计算机代数分析方法，通过计算机代数系统探索在动态、多维条件下的空间地图投影可视化表

达，重点是将那些过去很难设想和非常相似的空间地图投影数学模型以及海量空间地图投影数据以动态

直观的方式表现出来，其目的是提高对空间地图投影复杂数学过程分析的洞察能力，提高多维和多时相

空间地图投影数据的显示能力，改善空间地图投影信息的表达效果。 
通过计算机代数可视化分析，使空间地图投影数学分析变得生动有趣，给视觉化的空间地图投影研

究带来了巨大改进，有效增强用户对于特殊空间地图投影方式的理解，通过建立新的可视化算法，优化

空间地图投影变形设计，提高空间地图投影对空间信息表述的准确性。 

4. 结语 

过去由于历史条件的限制，空间地图投影数学分析问题主要依靠人工推导完成。由于问题本身的复
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杂性，人工处理费时费力、又非常繁琐冗长，并且很容易出错；特别是随着展开阶数的增加，展开式的

复杂性会呈几何级数增加，人工推导难度极大，甚至难以完成。本文分析了空间地图投影数学分析问题

研究现状，提出开展空间地图投影计算机代数精密分析研究，主要结论如下： 
1) 将具有严格解析意义的计算机代数分析方法引入空间地图投影数学分析领域，代替繁琐机械单调

的人工推导，一定程度上革新和丰富了空间地图投影数学分析手段。由于计算机代数强大的数学分析能

力，将会推导出一些理论上更严密、形式上更简单、精度上更精确的空间地图投影非数值的符号化表达

式，解决以往算法存在“近似处理、复杂繁琐、迭代运算、数值形式”的问题。 
2) 借助计算机代数系统强大的数学分析能力和符号运算功能，将会导出一些过去依靠人工推导难以

实现的空间地图投影新公式和新算法，实现空间地图投影在个别理论和应用方面较大的突破和创新，进

一步丰富空间地图投影的数理基础，完善空间地图投影的理论体系。 
3) 过去地图投影可视化大都需要大型软件的支持，推广应用不甚方便。计算机代数系统具有非常强

大的科学计算可视化能力，借助计算机代数系统强大的可视化功能进行空间地图投影计算机代数可视化

分析和表示，不仅使枯燥的空间地图投影数学分析变得更生动有趣，而且可以揭示空间地图投影复杂数

学模型和海量数据背后隐藏的规律，直观显示椭球空间几何元素和各类投影的空间变化特征。 
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