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Abstract 
Linear Discriminant Projection (LDP) is a supervised feature extraction method, which makes 
good results in image processing and other areas. However, the LDP only considers global infor-
mation, ignoring information contained in local neighboring points. The problem of ignoring local 
information also exists in Linear Discriminant Analysis (LDA). At present, in the research of LDA, 
some scholars have sorted out a complete algorithm framework combining global and local as-
pects to solve this problem. Since the structure of the objective function of LDP and LDA is similar, 
this paper considers to apply the algorithm framework of LDA’s global and local combination to 
LDP on the basis of LDP algorithm, so as to realize the complete combination of global and local 
information of LDP, and obtain the new algorithm: Enhanced Within-class Linear Discriminant 
Projection (EWLDP) and Complete Global-local Linear Discriminant Projection (CGLDP). Finally, 
this paper uses Iris data set to prove that the dimensionality reduction effect of CGLDP and EWLDP 
algorithm is better than LDP, and CGLDP integrates local information more completely, and the 
performance is also better than EWLDP. 
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摘  要 

线性判别投影(Linear Discriminant Projection, LDP)是一种有监督的特征提取方法，在图像处理等邻域

得到了很好的效果。然而LDP只考虑全局信息，忽略了局部邻近点中包含的信息。忽略局部信息的问题

也出现在线性判别分析(Linear Discriminant Analysis, LDA)中。目前在LDA的研究中，针对这个问题已

经有学者整理出了一个完整的全局结合局部的算法框架。由于LDP和LDA的目标函数结构相似，本文考

虑在LDP的算法基础上，将LDA全局结合局部的算法框架沿用到LDP中，使LDP实现全局信息和局部信息

的完整结合，得到新算法：增强组间线性判别投影(Enhanced Within-class Linear Discriminant Pro-
jection, EWLDP)、完全线性判别投影(Complete Global-local Linear Discriminant Projection, CGLDP)。
最后本文利用鸢尾花数据集(Iris)，证实CGLDP、EWLDP算法的降维效果比LDP更优，并且CGLDP更完

整地结合了局部信息，效果也比EWLDP更优。 
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1. 绪论 

1.1. 引言 

在模式识别和数据预处理的机器学习任务中，我们常常面临“维度灾难”的问题。提取特征维度过

高或者提取错误特征，都会给后续的判别分类带来负面影响，如计算复杂性过高、分类器不稳定。为了

克服维度灾难和提取正确的特征，降维成为了一个热门的研究方向。 

1.2. 研究背景 

降维主要分为两个方向：有监督学习和无监督学习。在监督学习方向，主要代表有线性判别分析

(LDA)、线性判别投影(LDP) [1]，LDA 和 LDP 的基本思想都是通过投影，使得投影后不同类别的数据点

尽可能分开，而相同类别的数据点尽可能靠近；在无监督学习方向，主要代表有主成分分析(PCA)，PCA
选取样本协方差矩阵特征值较大的特征方向作为新坐标系，以最大程度保留数据点的原始信息。由于有

监督学习考虑了样本数据的标签，因此有监督学习的分类效果自然比无监督学习更好。然而，LDA、LDP
算法只考虑了样本数据的全局信息，却忽略了局部样本点之间隐含的信息，而局部信息对判别分类存在

不可忽略的影响。 
目前关于结合局部信息进行线性判别或线性投影的研究已经取得了比较好的结果[2]-[10]，其中局部

信息结合性最强的算法代表有[2]：enhanced within-class LDA (EWLDA)、complete global-local LDA 
(CGLDA)。其中 CGLDA 完整地结合了三种局部信息：局部相似信息、局部组间模式多样性、局部组内

模式多样性。这两个算法在实证中都比原始 LDA 算法和其他改进的 LDA 算法(HLDA、LocLDA、LFDA、

EFDC、GbFA、UDP)表现更好。 
然而相较于 LDA 算法，目前结合局部信息的 LDP 算法的文献相对较少，进展也相对落后于 LDA 算
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法。这在实际应用场景中，导致了 LDP 算法的局限性和弱表现性。 

1.3. 研究意义 

目前来说，尚未有研究将 LDP 算法完整地结合三种局部信息，本文将沿用 LDA 的研究成果，在 LDP
上实现全局信息和局部信息的完整结合，得到一种新的特征提取的算法。本文通过在实际场景中将改良

的 LDP 算法和其他特征提取算法作比较，证实了 LDP 算法的在实际场景中的表现优良性。因此，也证

实了全局信息结合局部信息这一思想的可延拓性。对特征选取方法具有重要的理论意义和广阔的应用前景。 

1.4. 论文结构 

本文分为四章。其中第一章简述了 LDP、LDA 算法的研究现状，提出了全局结合局部的算法思想。

第二章节简述了 LDP、LDA 算法的基础知识。第三章介绍全局结合局部的 LDP 算法的原理。第四章是

鸢尾花实验的结果与分析。 

2. 基础知识 

2.1. 线性判别投影(LDP) 

LDP 的基本思想是投影[1]：将样本点投影到某一个方向，使得投影后组与组之间尽可能地分开，同

一组的尽可能靠近。LDP 的判别函数是线性的，在实际应用中也比较方便。 
在判别分类问题中，设从总体 ( )1, ,tG t k= � 中共抽取出 n 个 d 维样本 1 2, , , nx x x� ，LDP 算法的目标

是找到投影方向 v，在该方向上组间距离和组内距离的比值最大化： 

arg max D

v S

v C v
v C v
′
′

                                   (2-1) 

其中，组间离散矩阵： 

( )( )( ),D i j i ji j DC x x x x
∈

′= − −∑                             (2-2) 

组内离散矩阵： 

( )( )( ),S i j i ji j SC x x x x
∈

′= − −∑                             (2-3) 

D 代表不同类别标签的样本点集，S 代表相同类别标签的样本点集。 SC 记录了不同类别标签的样本

点之间的距离， SC 记录了相同类别标签的样本点之间的距离。 
事实上，LDP 目标是由两个子目标组成的： 

arg max D
v

v C v′                                    (2-4) 

arg min S
v

v C v′                                    (2-5) 

其中目标(2-4)使不同类别标签的数据点投影后距离最大化，目标(2-5)使相同类别标签的数据点投影后距

离最小化。显然，LDP 忽略了局部邻近点中的信息，后面针对这一问题对 LDP 作进一步的改进。 

2.2. 线性判别分析(LDA) 

LDA的基本思想和LDP一致，其判别准则利用方差分析的思想，将问题化为求投影方向 v，使FISHER
判别准则达到最大值： 
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arg max B

v W

v S v
v S v
′
′

                                   (2-6) 

其中，组间离差矩阵： 

( )( )1
k

B t t ttS n µ µ µ µ
=

′= − −∑                              (2-7) 

组内离差矩阵： 

( )( )1 1
tk n t t

W j t j tt jS x xµ µ
= =

′= − −∑ ∑                            (2-8) 

其中 µ 为总样本均值， tµ 为第 t 类总体 tG 的样本均值， tn 为第 t 类总体 tG 的样本数， t
jx 为第 t 类总体 tG

的第 j 个样本。 
事实上，目标是由两个子目标组成的： 

arg max B
v

v S v′                                     (2-9) 

arg min W
v

v S v′                                    (2-10) 

其中目标(2-9)使不同类别标签的数据点投影后样本内方差最大化，目标(2-10)使相同类别标签的数据点投

影后样本内方差最小化。LDA 算法是基于总体服从正态分布的假设，其目标函数只考虑总体的方差，而

忽略局部样本之间隐含的信息。 

3. 全局加局部的线性判别投影 

3.1. 增强组间线性判别投影(EWLDP) 

3.1.1. 局部相似性 
局部相似性指的是近邻且同类的样本点之间的相似性[11]，当样本点的距离越近，相似性越强。前面

提到，LDP 算法只考虑样本中的全局信息而忽略了局部样本间的信息，然而在实际场景中，局部信息对

判别分类更具有意义。在本章节，首先提出一种新算法增强组间线性判别投影(EWLDP)，将局部相似信

息融合到 LDP 目标函数中。 
局部相似信息在局部保留投影(LPP)中有很好的定义，EWLDP 沿用 LPP 算法中保留局部相似信息的

技巧，并结合监督学习的分类标签，将局部相似矩阵整合到 LDP 目标函数中。 
LPP 的基本思想是保留样本点的局部相似信息进行投影降维，目标函数为： 

2

,

1 arg min
2 i j iji j

v
v x v x S′ ′−∑                              (3-1) 

其中权重矩阵 S 为一个相似矩阵， ijS 表示样本 ,i jx x 的相似性。S 一共有两种定义方式： 

( )2 2
exp ,

0, else

i j i j
ij

x tx x x
S

δ − − − <= 


                        (3-2) 

( ) ( ) ( )2
exp , or

0, else

i j i k j j k i
ij

x x x N x Nt x x
S

 − − ∈ ∈= 


                  (3-3) 

其中δ 表示局部领域的半径，通常δ 取值较小且 0δ > ； ( )i k jx N x∈ 表示样本点 ix 属于样本点 jx 的 k 近
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邻点， ( )j k ix N x∈ 同理。从以上两种定义可以看出，当样本点距离越小，相似性越强，则权重越大。近

邻点投影后的在一维空间中的距离变大，会给目标函数带来更大的惩罚。LPP 算法就是通过增强近邻点

之间的在惩罚函数中的权重系数，从而达到保留局部相似信息的目的。 
然而上述两种定义的矩阵 S 都没有考虑样本标签，即认为近邻点属于相同类别，非近邻点属于不同

类别。在实际场景中，近邻点往往包含异类样本点。为了提高分类准确度，需要考虑样本标签，重新定

义相似矩阵 S： 

( )2 2
exp , and

0, else

i j i j i j
ij

x x x xt y y
S

δ − − − < == 


                   (3-4) 

( ) ( ) ( )2
exp , or and

0, else

i j i k j j k i i j
ij

x x x N x xt N x y y
S

 − − ∈ ∈ == 


             (3-5) 

其中 ,i jy y 分别代表样本 ,i jx x 的类别标签。从以上两个定义可以看出，新的权重系数只考虑邻近且同类

的样本点，其余为零。 
下面对目标函数(3-1)进行代数运算，使目标函数的形式与子目标(2-5)的形式一致，从而更方便融合

到 LDP 的目标函数中： 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

,

,

,

,

, ,

1 min
2

1 min
2
1 min
2

1 min
2

1 min 2 2
2

min min

i j ij
i j

i j i j ij
i j

i j ij i j
i j

i j ij i j
i j

i ij i i ij j
i j i j

LW

v x v x S

v x v x v x v x S

v x x S x x v

v x x S x x v

v x S x x S x v

v XDX XSX v v S v

′ ′−

′′ ′ ′ ′= − −

′′= − −

   ′′= − −  
   
  
′ ′ ′= −  

   
′ ′ ′ ′= − =

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

                         (3-6) 

其中 ( )11, , nnD diag D D= � ， ( )1 1, ,n
ii ijjD S i n

=
= =∑ � 。称 ( )LWS X D S X ′= − 为局部组内离散矩阵。 

3.1.2. 算法原理 
根据前面提到的三个目标函数(2-4)、(2-5)、(3-6)，其中组间离散矩阵 DC 、组内离散矩阵 SC 保留了

全局信息，局部组内离散矩阵 LWS 保留了局部相似信息，下面提出 EWLDP 的目标函数： 

( )
arg max

1
D

v S LW

v C v
v C S vα α

′
′ + −  

                            (3-7) 

其中参数 ( )0,1α ∈ 权衡了组内离散矩阵 SC 和局部组内离散矩阵 LWS 。 

结合以上两个组内信息矩阵，得到一个完全的组内离散矩阵： 

( )1TW S LWC C Sα α= + −                                 (3-8) 

于是 EWLDP 的目标函数(3-7)可以记为： 
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arg max D

v TW

v C v
v C v
′
′

                                   (3-9) 

当 1α = 时，即为 LDP 算法。 
和 LDA 类似，求解式(3-9)的问题，对应求解广义特征问题： 

D TWC v C vλ=                                    (3-10) 

所以最优投影方向𝑣𝑣为 1
TW DC C− 的最大特征值对应的特征向量。 

3.2. 完全线性判别投影(CGLDP) 

3.2.1. 局部模式差异性  
模式差异性表示了样本点的分布特性，当一个总体的样本点分布较分散，则其模式差异性越大；当

该总体的样本点分布较集中，则其模式差异性越小。局部模式差异性指的是近邻样本点之间的模式差异

性，当样本点距离越大，则模式差异性越大[11]。局部模式差异性分为局部组间模式差异性以及局部组内

模式差异性，分别指近邻异类样本点之间的模式差异性和近邻同类样本点之间的模式差异性。 
上一节提出了考虑局部相似信息的 EWLDP 算法，然而没有考虑所有的局部信息。局部信息一共分

为三种：局部相似性、局部组间模式差异性以及局部组内模式差异性。为了投影后仍然保留局部模式差

异性，建立目标函数： 

2

,

1 arg max
2 i j iji j

v
v x v x W′ ′−∑                             (3-11) 

其中权重矩阵 W 表示样本点之间的模式差异性，当样本点 ,i jx x 之间距离越大，则权重 ijW 越大。 
首先为了保留局部组内模式差异性，定义权重矩阵 W： 

( ) ( ) ( )2
exp , or and

0, else

i j i k j j k i i j
ij

t x x x N x x N x y y
W

 − − ∈ ∈ == 


             (3-12) 

从而最大化目标函数(3-11)，使得局部组内模式差异性在新的降维特征空间中得到很好的保留。然而

定义(3-12)只保留了局部组内模式差异性，而忽略了局部组间模式差异性。在实际场景中，局部组间模式

差异性对选择投影方向起着决定性作用，模式差异性越大的近邻样本点更能决定投影方向。同时从另一

个方面，处于决策边界的异类样本点往往存在异常点，保留局部组间模式差异性可以提升新特征空间的

泛化能力。 
通过最大化投影后的局部组内模式差异性和局部组间模式差异性，重新定义权重矩阵 W： 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

2 2

2 2

exp 1 exp , or and

exp 1 exp , or and

0, else

i j i j i k j j k i i j

ij
i j i j i k j j k i i j

t x x x x x N x x N x y y

W t x x x x x N x x N

t

x y yt

 − − + − − ∈ ∈ =
=  − − − − − ∈ ∈ ≠



   (3-13) 

结合权重矩阵(3-13)最大化目标函数(3-11)，即若近邻样本点(包括同类和异类)距离较大，则投影后距

离也应该较大，从而保留样本的局部模式差异性。 
下面对目标函数(3-11)进行代数运算，使目标函数的形式与子目标(2-4)的形式一致，从而更方便融合

到 EWLDP 的目标函数中： 

https://doi.org/10.12677/hjdm.2019.92006


麦炜琪 
 

 

DOI: 10.12677/hjdm.2019.92006 48 数据挖掘 
 

( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

2

,

,

,

,

, ,

1 max
2

1 max
2
1 max
2

1 max
2

1 max 2 2
2

max max

i j ij
i j

i j i j ij
i j

i j ij i j
i j

i j ij i j
i j

i ij i i ij j
i j i j

LP

v x v x W

v x v x v x v x W

v x x W x x v

v x x W x x v

v x W x x W x v

v XPX XWX v v S v

′ ′−

′′ ′ ′ ′= − −

′′= − −

   ′′= − −  
   
  
′ ′ ′= −  

   
′ ′ ′ ′= − =

∑

∑

∑

∑

∑ ∑

                       (3-14) 

其中 ( ) ( )11 1, , , 1, ,n
nn ii ijjP diag P P P W i n

=
= = =∑� � 。称 ( )LPS X P W X ′= − 为局部模式差异矩阵。 

3.2.2. 算法原理 
根据前面提到的四个目标函数(2-4)、(2-5)、(3-6)、(3-14)，其中组间离散矩阵 DC 、组内离散矩阵 SC

保留了全局信息，局部组内离散矩阵 LWS 保留了局部相似信息，局部模式差异矩阵 LPS 保留了局部相似信

息。下面提出 CGLDP 的目标函数： 

( )
( )
1

arg max
1

D LP

v S LW

v C S v
v C S v

β β

α α

′ + −  
′ + −  

                           (3-15) 

其中参数 ( )0,1β ∈ 权衡了组间离散矩阵 DC 和局部模式差异矩阵 LPS 。 
结合以上两个矩阵，得到一个完全的差异矩阵： 

( )1TD D LPC C Sβ β= + −                                (3-16) 

于是 CGLDP 的目标函数(3-7)可以记为： 

arg max TD

v TW

v C v
v C v
′
′

                                  (3-17) 

当 1β = 时，即为 EWLDP 算法；当 , 1α β = 时，即为 LDP 算法。 
和 LDA 类似，求解式(3-17)的问题，对应求解广义特征问题： 

TD TWC v C vλ=                                    (3-18) 

所以最优投影方向 v 为 1
TW TDC C− 的最大特征值对应的特征向量的问题，对应求解广义特征问题： 

TD TWC v C vλ=                                    (3-18) 

所以最优投影方向 v 为 1
TW TDC C− 的最大特征值对应的特征向量。 

4. 实验过程及其结果 

4.1. 样本简介 

鸢尾花(Iris)数据集是常用的分类实验数据集，由 Fisher, 1936 收集整理。Iris 也称鸢尾花卉数据集，

是一类多重变量分析的数据集。数据集包含 150 个数据集，分为 3 类，每类 50 个数据，每个数据包含 4
个属性。可通过花萼长度，花萼宽度，花瓣长度，花瓣宽度 4 个属性预测鸢尾花卉属于{Setosa，Versicolour，
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Virginica}三个种类中的哪一类。 

4.2. 实验内容 

本次实验主要目的是比较 LDP、EWLDP、CGLDP 三个算法在 iris 数据集上的降维效果，从而证明

局部信息对特征选取的重要性。本文使用 MATLAB 工具编写算法。实验过程中，需要调试的参数包括

近邻点的界定值δ ，权重矩阵中的参数 t，权衡组间离散矩阵 DC 和局部模式差异矩阵 LPS 的参数 β ，权

衡组内离散矩阵 SC 和局部组内离散矩阵 LWS 的参数α 。 
以下表 1 为三个算法模型涉及的参数。根据三个算法的目标函数定义(3-1)、(3-9)、(3-17)，LDP 算法

模型的超参数 ,α β 统一取默认值为 1；EWLDP 算法模型的参数 β 取默认值为 1，剩余三个参数 , ,tδ α 待

调试；CGLDP 算法模型的参数 , , ,tδ α β 待调试。 
 

Table 1. Parameters of the experiment  
表 1. 实验调试参数 

算法 调参 

LDP ( , 1α β = ) 

EWLDP , ,tδ α  ( 1β = ) 

CGLDP , , ,tδ α β  

4.3. 实验结果分析 

经过对以上参数调试，得到三个算法的参数最佳取值(见表 2)，以及各自的投影降维的散点分布图(默
认降到两维)。 
 

Table 2. The values of the parameters 
表 2. 参数调试结果 

算法 参数取值 

LDP — 

EWLDP [30,0.8,0.3] 

CGLDP [27,0.8,0.3,0.7] 

 
以图 1 中的三个二维图，分别显示了 Iris 数据集通过算法 LDP、EWLDP、CGLDP 降维后，得到的

二维数据的分布情况，其中黄色、绿色、紫色散点分别代表了原始样本集中三种类别的数据。图 1(a)展
示了在原始 LDP 算法下，Iris 数据集在二维空间的分布情况，可以看出经过 LDP 降维，三种类别的数据

在二维空间中没有明显的分离，故认为没有达到降维分类的根本目的。图 1(b)、图 1(c)展示了 Iris 数据集

分别经过算法 EWLDP、CGLDP 降维后，三种类别的数据有明显的分离，说明算法 EWLDP、CGLDP 的

降维效果均优于 LDP。另外对比图 1(b)与图 1(c)中三种类别散点的分离情况，图 1(c)中同一类别的数据

较为集中，而不同类别的数据较为分散，故认为算法 CGLDP 的降维效果优于 EWLDP。 
从以上三个散点图可以看出，EWLDP 和 CGLDP 的分类效果明显比原始 LDP 算法要好，从而说明

了局部信息对投影降维的重要性，以及在 LDP 算法上增加局部信息的可行性、进步性。EWLDP 各类的

分布比较散，即组内平方和较大，不符合投影后组内点尽可能集中的目的。而 CGLDP 各类的分布比较

集中，比 EWLDP 的投影效果更好，从而说明了完整的局部信息的重要性、优异性。 
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Figure 1. The scatter distribution diagram after dimensionality reduction of the three algorithms 
图 1. 三个算法降维后的散点分布图 

5. 结论 

本文展示了三种局部信息：局部相似性、局部组间模式差异性以及局部组内模式差异性，并将这三

种局部信息添入 LDP 算法中，得到两个算法 EWLDP、CGLDP。为了将这三种局部信息结合进 LDP 算

法中，本文首先将局部相似信息结合 LDP 算法，得到 EWLDP 算法。然后将局部组间模式差异性以及局

部组内模式差异性结合 EWLDP 算法，得到 CGLDP 算法。最后本文利用 iris 数据集进行实验，得出投影

后散点分布图，从而给出判别分类的依据，结果证实了 CGLDP、EWLDP 算法的进步性。 
本文后续的研究工作主要为拓展算法 CGLDP、EWLDP 在其他领域数据集上的应用验证，并与其他

相关算法进行比较(如 LDA、EWLDA、CGLDA 等)。 
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