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Abstract 
There are differences between support vector machine regression and classification. The problem 
of classification starts with maximizing the gap between the two classes, but regression problem 
needs to find a regression equation which is close to the real function value. In addition, support 
vector machine regression and ordinary regression problems are different; it needs to set up a 
2ε  interval belt, and the losses are not calculated for the data in the interval belt, but the losses 

must be calculated for the data beyond belt. While minimizing losses, there is another item 21
2

W  

in the objective function of the model, and the understanding of this item brings difficulties in the 
teaching process. Especially after studying the SVM classification problem, it is easier to associate 
this term with the maximization interval of the same term in the classification problem but it 
cannot be directly matched. From regularization, structural risk minimization, flatteness of the 
regression hyperplane, transformation of regression problem to binary classification problem, 
and the nature of regression, we will analyze and explain in different points, and clear up the ob-
stacles for support vector regression’s understanding. Moreover, the fifth viewpoint is at a new 
height, unifies the first four understandings from the nature of the problem, and it also has its own 
unique views. 

 
Keywords 
Support Vector Machine Regression, Five Understanding of Objective Function, Regularization, 
Structural Risk Minimization, Flatteness of the Regression Hyperplane, Transformation of  
Regression Problem to Binary Classification Problem, The Nature of Regression 

 
 

支持向量机回归模型中目标函数的 
五个理解 

熊令纯，李裕梅 

http://www.hanspub.org/journal/hjdm
https://doi.org/10.12677/hjdm.2019.92007
https://doi.org/10.12677/hjdm.2019.92007
http://www.hanspub.org


熊令纯，李裕梅 
 

 

DOI: 10.12677/hjdm.2019.92007 53 数据挖掘 
 

北京工商大学理学院，北京 
 

 
收稿日期：2019年4月4日；录用日期：2019年4月18日；发布日期：2019年4月25日 

 
 

 
摘  要 

支持向量机回归和支持向量机分类有区别，分类问题主要从最大化两类间的间隔入手，而回归问题则需

要寻找适合这批数据的自变量和因变量之间关系的回归方程，使得由回归方程计算出来的因变量值和实

际数据中的因变量值尽量接近。并且，支持向量机回归和普通的回归问题还不一样，设定了一个 2ε 间隔

带，在这个间隔带内的数据点、不计算损失，之外的计算损失，在尽量最小化损失的同时，模型的目标

函数里多了个
21

2
W ，关于这个项，有很多疑问，给支持向量机回归目标函数的理解造成了很大的困难，

尤其是在学习了支持向量机分类问题后，更容易把这个项和分类问题中同样的项意味着的最大化间隔相

联系，但又不能直接对应上。于是，我们从正则化、结构风险最小化(岭回归、权重衰减)、回归超平面

的flatten、二分类问题的转化、回归问题的本质这五个方面着手，从不同的角度进行透彻分析和解释

21
2

W ，从而为支持向量机回归模型的目标函数的理解进一步理清思路、扫清障碍。而且，第五个理解

站在了新的高度，从问题的本质出发，统一了前面四个理解，也具有自己独特的看法。 
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1. 支持向量机回归的一般形式 

设样本为 ( ) ( ) ( )1 1 2 2, , , , , ,l lX y X y X y� 。一般的回归，就是计算真实的 y 值与回归超平面

( ) ( )Tf X W X bϕ= + 计算的函数值 ( )f X 之间的差距，使得这些差距平方和最小的情况下找到 ( )f X 表 

达式中的参数 W 和 b，从而求得回归方程。 
支持向量机回归最早是在 1996 年由 Vladimir N. Vapnik 等人提出[1]。在 SVM 回归过程中，首先，

通过函数映射 ( )Xϕ 把数据转换到高维空间去找一条回归直线或者回归超平面。然后，为回归直线或超

平面构造 2ε 的间隔带，在间隔带内的数据点，认为没有损失，在间隔带外的才计算损失。如下图 1，为

每个数据点设两个损失量，即，如果该数据点在间隔带上方，损失记为 iξ ，在下方，则损失记为 iξ′，这

两个损失量最多只能有一个成立，或者说最多只有一个非零，因为这个数据点要么在回归超平面的上方， 
要么在下方；如果恰好在边界 ( ) ( )Tf X W X bϕ ε= + + 或者 ( ) ( )Tf X W X bϕ ε= + − 上，则 iξ 和 iξ′都为 0， 

这样的数据点就是支持向量。 
SVM 回归的数学模型的一般形式如下[2] [3] [4] [5]： 
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Figure 1. 2ε  interval bands of SVM regression 
图 1. SVM 回归的 2ε 间隔带 

 
其求解过程和支持向量机分类问题的求解类似，也是用拉格朗日乘子法，即，让每个约束条件乘上

一个拉格朗日乘子再带入目标函数中，得到下面的拉格朗日函数 PL ： 

( )

( ) ( )( )

( )( ) ( )

T T

1 1
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, , , , , , ,
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Q l
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{ } { }1 1, , , , ,l lλ λ λ λ ′′ ′ ′Λ = Λ =� � 和 { } { }1 1, , , , ,l lγ γ γ γ ′′ ′ ′Γ = Γ =� � 是拉格朗日乘子，并且所有拉格朗日乘

子都要求大于或等于 0。然后通过 PL 函数对 W 和 b 求偏导等于 0，得到： 
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将上面 4 个结果带入拉格朗日函数中，经过整理，得到： 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

D
1 1

T

1 1
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1
2

Q Q

i i i i i
i i

Q Q

i i j j i j
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f(X) = WTφ(X) + b + ε f(X) = WTφ(X) + b
(xi, yi)

ξi

ε

ε

jξ ′

( ),j jx y′ ′

f(X) = WTφ(X) + b − ε
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从而得到对偶问题： 
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然后用 SMO 算法求得权重： 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ
snQ

i i i k k k
i k

W X Xλ λ ϕ λ λ ϕ
= =

′ ′= − = −∑ ∑  

再根据各个支持向量满足的条件 ( )Tˆ
i iW X b yϕ ε+ − = ，求得 b，并将求得的多个 b 做平均，得到最

终的截距 b̂ . 从而得到最终回归超平面为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ,
s sn n

k k k k k k
k k

f X X X b K X X bλ λ ϕ ϕ λ λ
= =

′ ′= − + = − +∑ ∑ , 

其中，K 为核函数，在一般的计算机软件里经常有以下几种： 
线性核函数： ( ),i j i jK X X X X′= ∗  

多项式核函数： ( ) ( ),
p

i j i jK X X X X bσ ′= ∗ ∗ +  

径向基核函数(或者叫高斯核函数)： ( )
2

2, exp
2

i j
i j

X X
K X X

σ

 − = −
 
 

 

sigmoid 核函数： ( ) ( ), tanhi j i jK X X X X bσ ′= ∗ ∗ +  

2. 支持向量机回归中目标函数的五大理解 

支持向量机回归模型的目标函数中，为什么还有
21

2
W  (即 T1

2
W W )，和支持向量机分类问题的最大

化间隔有关系么？因为支持向量机分类的目标函数里也有
21

2
W ，是通过最大化间隔推导出来的。有的 

文献[3] [4] [5] [6]里关于这个项，讨论了 W 的正则化；有的文献[7]讨论了回归直线或超平面的 flatten， 

还有的文献[8]把回归转换成二分类问题来得到
21

2
W 这个项。针对 SVM 回归的目标函数 

( )2

1

1min
2

l

i i
i

W C ξ ξ
=

′+ +∑  

究竟还有多少疑问？还可以从哪些方面来理解？ 
接下来，我们就从支持向量机分类中的最大化间隔、机器学习中的正则化、结构风险的最小化和回 

归超平面的 flatten 这几个方面来对
21

2
W 的各种理解进行分析.其中，前四个方面是通过大量研读文献， 

进行的融会贯通、进一步总结和提升；第五个方面，是我们通过自己独立的深入思考，对该问题进行的
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透彻的理解和分析，从而实现了对支持向量机回归的比较全面的解析，站在回归问题本质的高度，看到

了前面四个理解在其中的体现和统一。 
1) 从正则化的角度看 
回归，目的是希望真实函数值和回归方程预测的函数值之间的差距最小，在支持向量机回归中，有

一个 2ε 误差带，二者的差距在这个误差带以内，就不计损失，如果在这个之外就计算损失，且相应损失 

记为 iξ 和 iξ′，于是，追求损失和 ( )
1

l

i i
i

ξ ξ
=

′+∑ 的最小。得到支持向量机回归的模型如下： 

( )
1

min
l

i i
i

ξ ξ
=

′+∑  

( )
( )

T

Ts.t.
, 0, 1,2, ,

i i i

i i i

i i

W X b y

W X b y
i l

ε ξ

ε ξ
ξ ξ

 Φ + − ≤ +
 ′− Φ − + ≤ +
 ′ ≥ = �

. 

然后，为了问题求解过程的简化、得到比较好的解和防止过拟合或者叫增强泛化性，在目标函数中 

引入正则项[9] 21
2

W 一起进行最小化，从而把 W 参数限制在一个很小的范围内，如下图 2，回归问题 

的求解最终与 W 正则化的小范围圆圈边界相交，这个交点就是回归问题的关于 W 的解。这样，W 的各

个分量很小以后，当数据点的特征属性值 X 带入回归方程 ( ) ( )Tf X W X bϕ= + ，W 因为值很小对 f(X)的
影响小，那么 f(X)的值主要由数据属性值 X 来决定，从而不会因为训练样本计算出来的 W 起决定作用，

即防止了过拟合，同时也简化了求解范围。 
 

 

Figure 2. The solution after adding 21
2

W  regularization 

图 2. 加了
21

2
W 正则化以后的求解情况 

 
这样，得到支持向量机回归的最终模型为[3] [4] [5] 

( )2

1

1min
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l

i i
i

W C ξ ξ
=

′+ +∑  

( )
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 ′ ≥ = �

 

这种加正则项的方法，叫着 Tikhonov 正则化，在统计学中称为岭回归(ridge regression)，在机器学

习中称为权重衰减(weight decay) [6]。 

         
 

     

ω2

ω1
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2) 从结构风险最小化看[10] [11] 
经验风险最小化(Empirical Risk Minization, ERM) [9]，其中的经验风险，即经验误差，也就是训练

误差。结构风险最小化(Structure Risk Minization, SRM)，基本思想是在追求经验误差最小化的同时，使学

习器在整个样本集上总的期望风险得到控制[10]，于是，通过加正则项来实现对测试样本泛化性，如下面

公式， ( )J fλ 是加的正则项， EMPR 是经验风险。 

( )SRM EMPR R J fλ= +  

对于支持向量机， ( )
1

l

EMP i i
i

R ξ ξ
=

′= +∑ ，加正则项就是
21

2
W ，于是得到目标函数： 

( ) 2

1

1min
2

l

i i
i

C Wξ ξ
=

′+ +∑ , 

C 用于调节正则项和损失计算之间的重要性，最后的支持向量机回归模型为 

( )2

1

1min
2

l

i i
i

W C ξ ξ
=

′+ +∑  

( )
( )

T

Ts.t.
, 0, 1,2, ,

i i i

i i i

i i

W X b y

W X b y
i l

ε ξ

ε ξ
ξ ξ

 Φ + − ≤ +
 ′− Φ − + ≤ +
 ′ ≥ = �

. 

实际上，这里的经验风险最小化，就相当于(1)中的计算 2ε 间隔带以外的损失，然后再加正则项，这

和(1)中的理解统一起来了。 
3) 从回归超平面的 flatten 来看 
为了找到对于训练样本最多有 ε 偏差的回归超平面 ( ) ( )Tf x W x bϕ= + ，这个函数 ( )f x 必须尽可能

的 flatten [7]，这就要求最小化
2W ，写成凸优化问题的形式，得到支持向量机的模型如下 

21min
2

W  

( )
( )

T

Ts.t.
, 0, 1,2, ,

i i i

i i i

i i

W X b y

W X b y
i l

ε ξ

ε ξ
ξ ξ

 Φ + − ≤ +
 ′− Φ − + ≤ +
 ′ ≥ = �

 

再者， ε 之外的损失 iξ 和 iξ′要最小化，于是在目标函数里加入 ( )
1

l

i i
i

C ξ ξ
=

′+∑ ，得到最终模型如下 

( )2

1

1min
2

l

i i
i

W C ξ ξ
=

′+ +∑  

( )
( )

T

Ts.t.
, 0, 1,2, ,

i i i

i i i

i i
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W X b y
i l

ε ξ

ε ξ
ξ ξ

 Φ + − ≤ +
 ′− Φ − + ≤ +
 ′ ≥ = �

 

实际上，这里要求回归直线或超平面的 flatten，“扁平”，就是要求 W 的要扁平，即 W 尽量小，

这又和前两个理解统一了！ 
4) 从二分类问题的转化来看 

把每一个数据点 ( ),i ix y 变成两个数据点 ( ),i ix y ε+ 和 ( ),i ix y ε− ，从而构造出新的训练集 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 1 1 2 2, ,1 , , ,1 , , , ,1 , , , 1 , , , 1 , , , , 1 .l l l lx y x y x y x y x y x yε ε ε ε ε ε+ + + − − − − − −� �  

新构造出来的这个训练集的样本点是两个类，从而构造分类超平面把这两类样本分开，那么这个超

平面就是所求的回归面，模型如下[12]： 

( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2

, , , ,

T

T

1 1 1min
2 2

s.t. 1 , 1, ,

1 , 1, ,
, 0, 1, ,

i i
i iw b i

i i i

i i i

i i

W C
l

W X y b i l

W X y b i l
i l

η ξ ξ
η ξ ξ

ϕ η ε ξ

ϕ η ε ξ
ξ ξ

′
′+ + +

+ + + ≥ − =

+ − + ≥ − + =

′ ≥ =

∑

�

�

�

 

这里的权重比分类问题多了一个关于 y 的权重η。 

设 ( )* * * *, , ,W b η ξ 为上面问题的最优解，若令 *
*

1ε ε
η

= − ，并考虑下面问题 

( )2

1

1min
2

l

i i
i

CW
l

ξ ξ
=

′+ +∑  

( )
( )

T

Ts.t.
, 0, 1,2, ,

i i i

i i i

i i

W X b y

W X b y
i l

ε ξ

ε ξ
ξ ξ

 Φ + − ≤ +
 ′− Φ − + ≤ +
 ′ ≥ = �

 

则该问题的解 ( ),W b 满足
* *

* *,W bW b
η η

= − = −  [8]。上面这个模型就是文献[12]中描述的推广的最大化

间隔法得到的支持向量机回归模型，这和前面几个理解得到的模型在损失惩罚项那里多了个
1
l
，但并 

不影响目标函数的最小化。 
5) 从回归问题的本质来看 

首先是要最小化 2ε 带状区域外的损失 iξ 和 iξ′，所以有 ( )
1

min
l

i i
i

C ξ ξ
=

′+∑ 。最小化这个损失，就会把回 

归超平面置于数据点中心位置去，使得尽量多的数据点距离回归超平面最近，或者是使得这些数据点尽

量落在在这个上下(即竖直)方向的 ε 差距范围内；再追求带状区域边界两条虚线之间的距离或者叫间隔最

大，即下图 3 中的 ρ或者 Margin 最大(这就和前面第四点的二分类问题看法相统一)，就可以使得更多的

样本点“落入”这个带状区域、这样来尽量最小化损失，且使得距离回归面 ( ) ( )Tf X W X bϕ= + 最远的

样本点距离回归面尽量再近一些，从而使得泛化性能更好(这就和前面第一点和第二点的正则项和经验风

险的看法一致)。 
 

 
Figure 3. The Margin of SVM regression 
图 3. SVM 回归的 Margin 
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那么，这个 Margin 的最大化，和支持向量机分类里的最大化 Margin 一样，使得
2

W
最大化，从而

使得
21

2
W 最小化(这就和前面第三点的“flatten”的理解相统一)。这种“把回归面拉到数据点中间去，

再最大化 Margin”的思想，综合起来就得到支持向量机回归的目标函数 ( )2

1

1min
2

l

i i
i

W C ξ ξ
=

′+ +∑ ，于是 

得到最终的模型如下 

( )2

1

1min
2

l

i i
i

W C ξ ξ
=

′+ +∑  

( )
( )

T

Ts.t.
, 0, 1,2, ,

i i i

i i i

i i

W X b y

W X b y
i l

ε ξ

ε ξ
ξ ξ

 Φ + − ≤ +
 ′− Φ − + ≤ +
 ′ ≥ = �

 

这一点的理解，将一般回归问题计算的损失和支持向量机二分类问题特有的观点统一到支持向量机

回归模型中，最小化损失，使得回归面回到数据点的中心位置，再通过 SVM 特有的二分类最大化间隔使

得尽量多的数据点落在 2ε 带状区域内、从而进一步减少带状区域外要计算的损失！ 

3. 结论 

对于支持向量机回归的目标函数中的
21

2
W 项，本文从正则化、结构风险最小化(最终论证成“岭回 

归”或“权重衰减”)、回归超平面的 flatten、二分类问题的转化、回归问题的本质等五个方面进行了剖

析和理解。前四个方面是通过大量研读文献和分析，进行的融会贯通、总结和提升，最后一个方面(回归

的本质)的理解是经过作者们的深入思考而来，站在了一个新的高度，看到了前面四个理解的影子，是所

有理解的统一。希望这些不同角度的理解给支持向量机回归的教学带来很好的认识和帮助，同时为这方

面的科研提供更丰富的内涵。 
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