
Hans Journal of Data Mining 数据挖掘, 2020, 10(1), 68-75 
Published Online January 2020 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/hjdm 
https://doi.org/10.12677/hjdm.2020.101007   

文章引用: 朱万林, 苏理云. 基于混沌线性回归与 Elman 神经网络的组合预测[J]. 数据挖掘, 2020, 10(1): 68-75.  
DOI: 10.12677/hjdm.2020.101007 

 
 

Combined Prediction Based on Chaotic  
Linear Regression and Elman Neural  
Network 

Wanlin Zhu, Liyun Su* 
School of Science, Chongqing University of Technology, Chongqing 

 
 
Received: Dec. 23rd, 2019; accepted: Jan. 2nd, 2020; published: Jan. 9th, 2020 

 
 

 
Abstract 
Aiming at the problem that the single model has insufficient ability to predict chaotic time series, 
this paper combines a chaotic linear regression model and an Elman neural network model to de-
sign a combined prediction model and applies it to Lorenz chaotic time series. First, a chaotic li-
near regression model is established, then an Elman neural network model is established, and fi-
nally, a combined prediction model of a chaotic linear regression model based on a weighted 
arithmetic average operator and an Elman neural network is established. The validity of the com-
bined model in actual prediction is tested by Lorenz chaotic time series. Simulation experiments 
show that the combined prediction model is significantly better than these two single-item predic-
tion models in terms of prediction accuracy, which verifies that the proposed combination model 
has good prediction performance. 
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摘  要 

针对单一模型对混沌时间序列预测能力不足的问题，本文将混沌线性回归模型和Elman神经网络模型

相结合，设计一种组合预测模型，并将其应用于Lorenz混沌时间序列。首先建立混沌线性回归模型，

然后建立Elman神经网络模型，最后建立基于加权算术平均算子的混沌线性回归模型和Elman神经网

络的组合预测模型。通过Lorenz混沌时间序列检验了组合模型在实际预测中的有效性。仿真实验表明，

组合预测模型在预测精度方面明显优于这两个单项预测模型，验证了本文提出的组合模型具有良好的

预测效能。 
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1. 引言 

混沌时间序列预测在气象预测[1]、水利预测[2]、通信[3]等方面应用广泛。近年来，国内外学者提出

了许多混沌预测模型，如：混沌线性回归模型、神经网络、支持向量机和局部多项式模型等。易锦燕[4] 
(2015)将混沌时间序列线性回归模型应用于供应链的绩效预测。贺坤[5] (2018)提出了一种基于集合经验

模态分解(EEMD)和遗传算法(GA)优化的神经网络(BP)的预测模型。崔万照[6] (2004)建立了混沌时间序列

的支持向量机预测模型。周永道[7] (2007)把混沌时间序列构造为一组序列对，然后用多元局部多项式方

法来预测其序列。这些学者的研究都有一定的参考性，但单个预测模型都有自身的特点和应用局限性，

所以反应数据信息存在一定差异，使用单个模型进行预测都难免丢失部分数据信息。 
由于单个预测模型自身的缺点及局限性，采用单个预测模型相结合的组合预测模型[8] [9] [10]，越来

越成为研究发展的需要。在组合预测方面，谢朋朋[11] (2015)研究基于线性回归预测模型和灰色模型 GM 
(1,1)的变权组合预测模型。俞凯加[12] (2015)利用 ARIMA 时间序列模型和 BP 神经网络模型的组合预测

模型获得大坝变形的预测。刘伟军[13] (2015)提出混沌 SVM 与 BP 神经网络组合预测模型用于工程造价

指数预测。本文结合混沌线性回归模型和 Elman 神经网络模型，通过加权算术平均算子进行组合，构建

一种新型预测模型，用于 Lorenz 混沌时间序列[14]预测研究。本文的组合预测模型，不仅有线性模型，

还有非线性模型，将线性模型和非线性模型进行组合，使得该组合预测模型能够有效的预测混沌时间序

列，预测精度高，且预测精度明显优于单个混沌线性回归模型和 Elman 神经网络模型。 

2. 理论模型设计 

2.1. 混沌线性回归模型 

建立混沌线性回归模型的步骤如下：第一步对混沌时间序列进行相空间重构[15]，第二步根据重构的

相空间建立线性回归模型。 
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2.1.1. 相空间重构 
对 于 混 沌 时 间 序 列 ( ){ }, 1, 2, ,y t t = Γ ， 其 在 重 构 相 空 间 中 的 某 一 相 点 可 以 表 示 为 ：

( ) ( ) ( ) ( )( )( ), , , 1Y t y t y t y t mτ τ= − − − ，其中， 1 1, 1, ,t n n= + Γ ， ( )1 1 1n m τ= + − 。Takens 定理指出，

对于重构后的相空间轨迹中的每一点，存在光滑映射 : mf R R→ ，使得： ( ) ( )( )1y t f Y t+ = ，其中

1 1, 1, , 1t n n= + Γ − 。若能求出 f 或者找到 f 的近似映射 f̂ ，便可对下一个数据点 ( )1y t + 进行预测。本文

采用互信息函数法[16]求解延迟时间τ ，采用 Cao [17]的方法求解嵌入维数 m。 

2.1.2. 线性回归模型 
重构相空间之后建立混沌时间序列 ( )y t 的线性回归模型来近似映射 f： 

( ) ( )( )1y t f Y t+ ≈                                      (1) 

( )( )f Y t Yβ ε= +                                      (2) 

其中： 
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， ( )2~ 0,Nε σ 。 

由最小二乘理论推导出： 

( ) ( )( )1T Tˆ 1Y Y Y y tβ
−

= +                                   (3) 

利用混沌时间序列的混沌特性，对混沌时间序列相空间重构，再结合线性回归模型建立混沌线性回

归模型。该模型对混沌时间序列具有较高的预测精度。 

2.2. Elman 神经网络模型 

Elman 神经网络是一种典型的动态递归神经网络，它是在 BP 网络结构基础上，在隐含层增加一个承

接层，作为一步延时算子，从而使系统具有适应时变性的能力。因此，考虑混沌时间序列的动态特点，

尝试使用 Elman 神经网络对混沌时间序列进行预测。 

2.2.1. Elman 神经网络结构 
Elman 神经网络分为四层：输入层、隐藏层、承接层和输出层，如图 1 所示。输入层、隐藏层、输

出层的连接类似前馈网络，其连接权可以学习修正。承接层从隐藏层接收反馈信息，每一个隐藏层节点

都要一个与之对应的承接层节点连接。承接层的作用是通过连接记忆将上一个时刻的隐藏层的输出，连

同当前时刻的网络输入一起作为隐藏层的输入。这种反馈方式使网络对历史状态的数据具有敏感性，增

加了网络本身处理动态信息的能力，从而达到动态建模的目的[18] [19]。这种反馈方式可以很好的体现混

沌时间序列的动态过程。 
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Figure 1. Elman neural network structure diagram 
图 1. Elman 神经网络结构图 

2.2.2. Elman 神经网络学习过程 
Elman 神经网络的输入矢量为 Y(t)，输出矢量为 ( )1y t + ，隐藏层输出矢量为 X(t)，承接层输出矢量

为 Xc(t)，则 Elman 神经网络输入输出关系为： 

( ) ( ) ( )( )1 2 1X t f w Xc t w Y t= ⋅ + ⋅ −                               (4) 

( ) ( )1Xc t X t= −                                      (5) 

( ) ( )( )1 3y t g w X t+ = ⋅                                   (6) 

其中 w1，w2，w3，分别表示承接层到隐藏层、输入层到隐藏层、隐藏层到输出层的连接权值； ( )f • 和 ( )g •

分别为隐藏层和输出层神经元的传递函数。Elman 神经网络采用 BP 算法进行权值修正，学习损失函数采

用误差平方和函数： 

( ) ( ) ( )( )
1 2

1 1
1

ˆt t
t n

E w y w y w
Γ−

+ +
=

= −∑                                 (7) 

其中 ( )1ˆty w+ 为混沌时间序列的预测值。Elman 神经网络模型体现了混沌时间序列的动态过程，因此该模

型对混沌时间序列具有较高的预测精度。 

2.3. 组合预测模型 

组合预测模型的普遍形式为单个预测模型的加权平均，因此组合预测模型的重点在于加权系数的确

定。对于混沌时间序列预测问题，采集到的历史数据为 ( )1y t + 向量。采用混沌线性回归模型和 Elman 神 
经网络模型进行预测，得到 2 个预测模型{ }1 2,φ φ ，其在 t 时刻的预测值分别为 ( ) ( ){ }1 2,t tφ φ 。设权重向量 

( )1 2,W W W= 为组合预测模型的组合加权权重，且满足 1 2 1W W+ = 。本文的组合预测模型为： 

( ) ( )1 1 2 2t W t W tψ φ φ= +                                    (8) 

用均方误差作为目标函数[20] [21]，能够有效避免正负抵消的情况，求出的权重能够提高组合模型的

预测效果。权重向量的分量取值范围为 0 到 1，且分量求和等于 1，所以本文可假设 1W λ= ， 2 1W λ= − 。

根据实际情况，可考虑 λ 为 0 到 1 步长为 0.1 之间的数。然后遍历 λ ，选取使得目标函数达到最小的数作
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为最终的 λ 。该组合预测模型同时包含了线性模型和非线性模型的特点，因此该模型对混沌时间序列具

有很好的预测精度。 

3. 仿真实验结果及分析 

3.1. Lorenz 系统下实验条件说明 

本文主要验证组合预测模型在预测精度方面的性能，进行三个仿真实验。以 Lorenz 系统生成的序列

作为实验的混沌时间序列。预测精度采用均方误差(MSE)、平均绝对误差(MAD)和均方根误差(RMSE) 3
个指标[22] [23]来衡量。均方误差衡量真实值与预测值的差异程度，平均绝对误差是所有单个观测值与预

测值的偏差的绝对值的平均，均方根误差是均方误差的算术平方根。 ( )y t 为真实值， ( )ŷ t 为组合预测模

型的预测值，n 表示数量。3 个指标计算公式如下： 

( ) ( )( )2

1

1 ˆMSE
n

t
y t y t

n =

= −∑                                 (9) 

( ) ( )
1

1 ˆMAD
n

t
y t y t

n =

= −∑
                               (10) 

( ) ( )( )2

1

1 ˆRMSE
n

t
y t y t

n =

= −∑
                             (11) 

Lorenz 系统生成混沌时间序列，Lorenz 系统迭代方程如下： 

( )ˆ
ˆ
ˆ

y
y z r y
z y bz

η σ η
η η

η

= −


= − + −
 = −

                                   (12) 

其中 , ,y zη 为时间函数，该系统在 Lorenz 先生给出的典型参数下的显式(Runge-Kutta)数值解具有混沌效

应，典型参数 10, 8 3, 28b rσ = = = 。假定初始条件 1, 1, 1y zη = = = ，采样时间 0.01t = 秒，产生 10,000
个数据点，取其中的第一分量η作为混沌时间序列 ( )y t ，选取 4000 个连续序列作为采样数据。采用复自

相关法和 Cao 的方法确定出 ( )y t 的延迟时间 7τ = ，嵌入维数 6m = 。 

3.2. 混沌线性回归模型效果评估 

采用 Lorenz 系统生成混沌时间序列作为历史数据。为了在预测精度上对比验证本文提出的组合预测

模型性能，用混沌线性回归模型和 Elman 神经网络模型的预测结果作对比。 
 

 
Figure 2. Chaotic linear regression model prediction results. (a) Prediction curve; (b) Error curve 
图 2. 混沌线性回归模型预测结果。(a) 预测曲线；(b) 误差曲线 
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图 2(a)代表 3964 个观测数据在混沌线性回归模型下的预测曲线，从图中可以看出，红色虚线的预测

曲线很好的拟合了黑色的实际曲线，均方误差 MSE 为 0.5680。图 2(b)观测数据的预测误差曲线，从图中

可以看出，各点的预测误差集中在零点附近波动，说明混沌线性回归模型的预测误差较小。 

3.3. Elman 神经网络模型效果评估 

Elman 神经网络采用的是 BP 算法[24] [25]进去权值修正，所以需要先对混沌时间序列归一化处理，

然后对预测的数据反归一化作为最终的预测值。本来 Elman 网络的输入层数为 6，隐藏层数为 3，承接层

数为 3，输出层数为 1。 
 

 
Figure 3. Elman neural network model prediction results. (a) Prediction curve; (b) Error curve 
图 3. Elman 神经网络模型预测结果。(a) 预测曲线；(b) 误差曲线 
 

图 3(a)代表 3964 个观测数据在 Elman 神经网络模型下的预测曲线，从图中可以看出，红色虚线的预

测曲线很好的拟合了黑色的实际曲线，均方误差 MSE 为 0.7731。图 3(b)观测数据的预测误差曲线，从图

中可以看出，各点的预测误差集中在零点附近波动，说明 Elman 神经网络模型的预测误差较小。 

3.4. 组合预测模型效果评估 

对比混沌线性回归模型和 Elman 神经网络模型的预测结果可知，两种方法对混沌时间序列的预测存

在一定差异。为了有效整合这两种预测方法的优点，将两种方法通过加权算术平均算子进行组合，得到

新的组合预测模型。计算得到混沌线性回归模型和 Elman 神经网络模型的权值为 0.53 和 0.47。 
 

 
Figure 4. Combined prediction model prediction results. (a) Prediction curve; (b) Error curve 
图 4. 组合预测模型预测结果。(a) 预测曲线；(b) 误差曲线 
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图 4(a)代表 3964 个观测数据在组合预测模型下的预测曲线，从图中可以看出，红色虚线的预测曲线

很好的拟合了黑色的实际曲线，均方误差 MSE 为 0.4644。图 4(b)观测数据的预测误差曲线，从图中可以

看出，各点的预测误差集中在零点附近波动，说明组合预测模型的预测误差较小。 

3.5. 单个模型与组合预测模型效果对比 

为了在预测精度和稳定性上对比验证组合预测模型的性能，在相同的实验条件下，分别采用混沌线性

回归模型、Elman神经网络模型和组合预测模型对Lorenz时间序列进行单步预测，统计得到均方误差MSE，
平均绝对误差 MAD，均方根误差 RMSE。表 1 给出了不同模型对 Lorenz 混沌时间序列的预测结果。 
 
Table 1. Comparison of different prediction models 
表 1. 不同预测模型比较 

指标模型 MSE MAD RMSE 

混沌线性回归模型 0.5680 0.6035 0.75367 

Elman 神经网络模型 0.7731 0.6919 0.8792 

组合预测模型 0.4644 0.5405 0.6815 

 
从表 1 可以看出，组合预测模型的 MSE、MAD、RMSE 均明显小于单个模型，在预测精度和稳定性

方面，组合预测模型具有明显的优势。虽然组合预测模型运行的时间相比于单个模型长，但都来可接受范

围。总体看来，在混沌时间序列预测中，组合预测模型在预测精度和稳定性上更具有优势。 

4. 结论 

单个预测模型由于自身条件的限制，对混沌时间序列进行预测时，由于不能完全利用数据信息而影响

预测效果。通过一定方式对单个模型进行组合，得到新的组合预测模型能够提高预测精度。本文设计了一

种由混沌线性回归模型和 Elman 神经网络模型相结合的组合预测模型，并通过 Lorenz 混沌时间序列验证

了这种预测方法的有效性。这种组合预测模型在预测精度和稳定性上优于这两个单个模型，以 MSE、MAD、

RMSE 这 3 个指标说明了，本文提出的组合预测模型在 Lorenz 混沌时间序列的有效性。因此可将本文方

法推广运用到混沌保密通信、海杂波处理、生物医学等领域。 
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