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Abstract 
In order to investigate the characteristics of unsteady wave patterns for three-dimension trans-
lating-pulsating source Green function, a method with the combination of theoretical analysis and 
test verification is proposed in present paper. By adopting stationary-phase analysis method, the 
parametric equations of stationary-phase curves for far-field waves of Bessho-type translat-
ing-pulsating source Green function are derived. In the framework of frequency-domain theory, 
the steady shapes of unsteady wave patterns are obtained on the free surface. For the unsteady 
wave patterns such as ring-fan wave and ring wave, fan wave and outer-V wave and inner-V wave, 
the evolution laws of wave-pattern behavior are analyzed in detail. Based on the towing-tank test 
of two ship models advancing parallel in waves, wetness phenomena on the shipboard for a ship 
model is captured in typical operating condition and an estimation method of the propagation re-
gion of radiation-diffraction waves is given for the advancing ship in waves. The present paper 
demonstrates that the unsteady wave patterns of Bessho-type translating-pulsating source Green 
function are inclusive of two kinds: one kind is the circular wave pattern under the consideration 
of forward speed effect and the other kind is the Kelvin wave pattern with the harmonic pulsating 
effect taken into account. And the test observation of shipboard wetness verifies the correctness of 
far-field wave propagation for translating-pulsating source Green function primarily. 
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摘  要 

为探究三维移动脉动源格林函数的非定常波系特性，本文建立了一套理论分析和试验验证相结合的研究

方法。基于同相分析法，推导了Bessho型三维移动脉动源格林函数远场波系的等相曲线族方程，在频域

理论框架内获得了自由面上移动脉动源非定常波系的稳态形式，系统分析了环形–扇形波与环形波、扇

形波与外侧楔形波以及内侧楔形波的演变规律。依托两船模在波浪中并行航行的水池拖曳试验，捕捉了

典型工况下模型舷间流体的舷侧上浪现象，提出了波浪中有航速船模辐射–绕射波传播范围的估算方法。

研究表明Bessho型移动脉动源格林函数的非定常波系主要包含计及航速移动效应的圆形波系和计及简

谐脉动作用下的开尔文波系两大类，并通过模型舷侧上浪观测初步验证了移动脉动源远场波系传播特征

的正确性。 
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1. 引言 

在频域范围内，三维移动脉动源格林函数是针对有航速船舶在波浪中的水动力问题而提出的[1]。三

维频域移动脉动源格林函数同时兼顾了航行速度和振荡频率对船体耦合水动力的影响，其航速效应在线

性自由面边界条件、物面边界条件、流场速度势的边界元积分方程、水动力系数和波浪作用力的数学表

达式中均有体现，数值模拟的船体自由面波形随着航速的增大向船后传播的特征愈加明显[2]，因此在处

理有航速情形下的浮体水动力问题中具有一定的理论优势[3] [4]。 
Haskind 型为三维移动脉动源格林函数的最初表达形式，经过简化推导后来又出现了 Havelock 型[5]、

Michell 型[6]和 Bessho 型[7]三种形式的移动脉动源格林函数。其中，Bessho 型格林函数的数学表达式各

项均为初等函数形式，且仅涉及单重积分，在数值计算中具有比Havelock型和Michell型更加明显的优势。

然而，部分学者认为 Bessho 型移动脉动源格林函数的物理意义并不如上述两类格林函数明确[8]。分析可

知，Havelock 型和 Michell 型格林函数的近场和远场扰动项分别对应于格林函数表达式的子项，而 Bessho
型格林函数的近场和远场扰动项均耦合在整段积分区间内。开展 Bessho 型移动脉动源非定常波系的理论与

试验研究不仅有利于其物理含义的明确，而且对于深化理解船舶在波浪中的扰动波特性也十分有益。 

2. Bessho 型移动脉动源格林函数 

在无限水深之中，假设移动脉动源以航行速度U 作定深运动，其脉动频率为 eω ，若源点 q 和场点

p坐标分别为 ( ), ,ξ η ζ 和 ( ), ,x y z ，则 Bessho 型三维移动脉动源格林函数关于变量θ 的单重积分表达式
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如下[9]： 

( ) ( )0
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( )0X K x ξ= − ， 0Y K y η= − ， ( )0Z K z ζ= + 。 

3. 同相分析法 

移动脉动源格林函数的扰动项可分为近场和远场两部分。从物理角度分析，格林函数对空间流场扰

动的数值贡献主要包含两类：一类扰动形式随着随动坐标系不发生变化，这与近场部分相对应；而另一

类扰动形式与随动坐标系存在相对运动，该部分与远场部分相对应。如果观察者位于随动坐标系上，则

所观察到的相对运动必定是以波的形式传播，因此格林函数的非定常波系与其远场扰动项相对应。 
显然，Bessho 型移动脉动源格林函数的近场和远场扰动项均包含在 ( )T ω 之中。引入变量置换

1 cosm k θ= 和 sgnM c m= ⋅ ，可将移动脉动源扰动项 ( )T ω 转换为关于变量 M 的积分形式，此时被积函数

中的指数部分如下： 

( ) ( ) ( )2 4 2sgnM m Z i Xm s Y m mτ τ Ψ = − + ⋅ + ⋅ − −  
                     (2) 

分析上式可知，Bessho 型移动脉动源格林函数沿积分路径的振荡幅度由 ( )MΨ 实部决定，而 ( )MΨ

虚部表征振荡的相位信息，故定义 ( )MΨ 虚部为相函数 ( )Mψ ，即 

( ) ( )4 2sgnM Xm s Y m mψ τ= + ⋅ − −                            (3) 

依据相函数的相位特性，可对 Bessho 型移动脉动源格林函数中的近场和远场扰动项进行同相分析。

相函数 ( )Mψ 关于积分变量 M 的导数如下： 

( )
( )

3

4 2

2d sgn sgn
d

m m
c X s Y

M m m

τψ

τ

 − − = ⋅ + ⋅
 − − 

                         (4) 

在自由面内，远场扰动项对应的非定常波系形态与 X 和Y 密切相关，令 d d 0Mψ = ，则可获得 X 和

Y 的相互关系如下： 
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                                (5) 

更进一步，可获得非定常波系的等相曲线族参数方程如下： 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

3

3

4 2

3
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sgn
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m m
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                              (6) 

上述等相曲线族方程的物理含义为周期性相函数下非定常波系的稳态形式。分析式(6)可知，水平面

上源点和场点的不同相对位置可确定特定瞬时下的波形特征，如波峰或波谷等。 

4. 移动脉动源非定常波系演变特性 

当三维移动脉动源的移动速度和脉动频率均为常数，此时所获得的数值解应视为非定常流场作用下

的频域稳态解。基于同相分析法的近场和远场扰动项分解仍是在频域理论框架内展开的，因此由等相曲

线族描述的非定常波系应为三维移动脉动源在远场传播波的稳态形式。 
假设移动脉动源位于平面坐标系中的原点，其移动方向指向 ox 轴的正向。在式(6)中，令相函数

( )2 π, 1, 2,3,n nψ = =  ，则由变量 m的不同取值区间可确定三组不同等值曲线族。图 1 给出了参数 0.35τ = 、

0.25+ 、 0.25− 、0.2 时 Bessho 型移动脉动源格林函数的非定常波系等相线。 
 

 
(a) τ = 0.35                                              (b) τ = 0.25+ 

 
(c) τ = 0.25−                                          (d) τ = 0.2 

Figure 1. Unsteady wave patterns of Bessho form translating-pulsating source Green function versus τ 
图 1. Bessho 型移动脉动源在不同参数 τ 下非定常波系形态 
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在物理含义上，移动脉动源格林函数是点源一边移动且一边脉动在流场中所产生的速度势，故该类

格林函数所产生的远场波系必定不同于静水中定常移动源格林函数的开尔文波系和波浪中纯脉动源格林

函数的圆形波系。依据变量θ 和 M 的积分表达式，移动脉动源格林函数的非定常波系可分为两大类：1) 计
及航速移动效应的圆形波系，即 k2 波系；2) 计及简谐脉动作用下的开尔文波系，即 k1 波系。图 2 给出

了移动脉动源非定常波系形态的演变规律示意图。 
 

 
Figure 2. Evolution of the unsteady wave patterns for Bessho form translating-pulsating source Green function 
图 2. Bessho 型移动脉动源格林函数非定常波系形态的演变 

 
分析上图可知：1) 当 4τ > 1 时，在自由面内存在三个不同波系，分别为环形–扇形波、扇形波和内侧

楔形波；2) 当 4τ < 1 时，自由面内非定常波系的稳定形态演变为环形波、外侧楔形波和内侧楔形波；3) 随
着参数 τ 的减小，环形–扇形波退化为环形波，扇形波的退化形式为外侧楔形波，而内侧楔形波却一直存

在；4) 广义波数中的 k2 对应着环形–扇形波和环形波，而 k1 对应着扇形波、外侧楔形波和内侧楔形波。 

4.1. 环形–扇形波与环形波 

k2 波系中的环形–扇形波(图 3)与环形波(图 4)均具有显著的圆形波特征，这集中反映在点源的下游

区域。上述两个波系的不同之处主要体现在：环形波的等相线为封闭式的曲线，且点源前方的环形波等

相线明显比其下游稠密，这与点源具有 ox轴正向速度有关；而环形–扇形波在其波系外缘已具有散波的

形态。这里，环形–扇形波的传播区域可利用该波系的边界与点源移动速度反方向的夹角来定义，该夹

角称之为半楔角，显然环形波并不存在半楔角。随着参数 τ 的增大，环形–扇形波的半楔角逐渐变小，

且波系的波长表征出减小的趋势。在参数 τ = 0.25 附近，点源的前方出现了环形–扇形波或环形波的横波

模态，该横波的传播方向几乎与点源的速度方向平行。 

4.2. 扇形波与外侧楔形波 

图 5 和图 6 分别为典型参数 τ 下扇形波和外侧楔形波的波系形态。由图可知，扇形波仅具有散波模
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态，而外侧楔形波一直具有横波和散波的特征。与环形–扇形波和环形波相比，不同之处主要体现在扇

形波和外侧楔形波均不可能出现在点源的前方。在波系的传播范围方面，当参数 τ 接近于 0.25 时，扇形

波和外侧楔形波的半楔角逐渐增大。 
 

 
(a) τ = 0.35                                               (b) τ = 0.25+ 

Figure 3. Ring-fan wave patterns 
图 3. 环形–扇形波的波系形态 
 

 
(a) τ = 0.25−                                                (b) τ = 0.2 

Figure 4. Ring wave patterns 
图 4. 环形波的波系形态 
 

 
(a) τ = 0.35                                               (b) τ = 0.25+ 

Figure 5. Fan wave patterns 
图 5. 扇形波的波系形态 
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(a) τ = 0.25−                                               (b) τ = 0.2 

Figure 6. Outer-V wave patterns 
图 6. 外侧楔形波的波系形态 

4.3. 内侧楔形波 

无论参数 τ 如何变化，内侧楔形波是一直存在的移动脉动源非定常波系形式，且具有横波和散波两

种特征，详见图 7。随着点源移动速度和脉动频率的增大，该波系向后传播的特征越明显，具体表现为

内侧楔形波的半楔角逐渐变小，然而该角度一直小于静水中开尔文波系的半楔角 19.47˚ [10]。与其他波

系相比，内侧楔形波的半楔角在不同参数 τ 范围内的变化并不剧烈，且一直限制在点源的下游区域传播。 
 

 
(a) τ = 0.35                                                (b) τ = 0.25+ 

 
(c) τ = 0.25−                                               (d) τ = 0.2 

Figure 7. Inner-V wave patterns 
图 7. 内侧楔形波的波系形态 
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5. 基于船体舷侧上浪的试验波形观测 

为验证移动脉动源格林函数的波系传播特征，依托两船水池模型拖曳试验，选取模型在波浪中顶浪

并行航行的试验工况开展波形观测与分析。此处，船模的垂荡、横摇、纵摇运动保持自由状态，而横荡

和艏摇模态保持完全约束状态，即两模型均处于半约束状态。以船 b 模型的左舷为观测对象，试验前对

模型的各站位用彩笔进行了标识，试验时通过高分辨率相机可以清晰地捕捉到舷间流体拍击船 b 舷侧的

具体位置，如图 8 所示。 
 

 
Figure 8. Sketch of the wetness on the shipboard for ship b 
图 8. 船 b 船体舷侧上浪示意图 

 
两船舷间流体的非定常流动是入射波、两船运动所形成的辐射波以及两船船体遭遇入射波所形成的

绕射波在舷间有限空间内相互耦合的结果，这里将因船体的存在而产生的波形统称为辐射–绕射波。两

模型所产生的辐射–绕射波是在船体具有向前航行速度并遭遇入射来波的条件下产生的，若忽略两船微

幅的纵荡位移，并考虑到并行航行时船体水线长的变化并不大，则船 a 所对应的辐射–绕射波半楔角 hθ
可依据下式进行大致估算： 

( )
2tan

10 .
2 20

b
y

h
a b

BD

L L st
θ

−
=

− −
                               (7) 

式中： .st 为船 b 的左舷侧受到船 a 辐射–绕射波拍击的大致站位号； aL 和 bL 分别为船 a 和船 b 的水线

长， bB 为船 b 的水线宽； yD 为并行航行两船中纵剖面之间的距离，即横向间距。 
水池试验时，两船模之间的横向间距保持为 0.372y aD L= ，速度傅汝德数为 0.175rF = 、0.153，且 4τ > 

1。图 9 为典型入射波波长条件下的试验现场观测照片。 
分析上述水池拖曳试验工况可知，在一定航速和入射波条件下，船 b 模型的左舷侧受到明显的上浪

现象，相同航速时舷侧上浪的位置随着波长的变短而向船艉方向移动。另外，通过对比试验分析可知，

拍击船 b 舷侧的流体主要来源于船 a 的辐射波，因为在一船模半约束(船 b)与一船模全约束(船 a)试验中

所观察到的船 b 舷侧拍击现象并不明显，这表明船 a 所产生的绕射波要小于其辐射波。 
依托水池试验的观测结果，选取船 a 辐射–绕射波的外包络线来确定其半楔角 hθ 的大小，这里站位

号 .st 的读数精确到 0.5 站。图 10 给出了依据式(7)所估算的船 a 辐射–绕射波半楔角，其中实线为理论计

算所获得的单个 Bessho 型移动脉动源格林函数环形–扇形波半楔角大小，因为 4 1τ > 时的扇形波和内侧

楔形波总被包含在环形–扇形波的传播范围内，故可认为环形–扇形波的传播区域即为移动脉动源辐

射–绕射波的传播范围。 
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(a) λ=3m, τ=0.583                                          (b) λ=2 m, τ=0.761 

Figure 9. Typical photographs of the wetness on the shipboard for ship b at Fr = 0.153 
图 9. 船 b 船体舷侧上浪现象(Fr = 0.153) 
 

 
Figure 10. Experimental values of the radiation-diffraction waves for ship a and theoretical results of the ring-fan wave pat-
tern of the translating-pulsating source 
图 10. 船 a 辐射–绕射波半楔角的试验值与移动脉动源环形–扇形波半楔角的理论值 
 

对比分析上图中半楔角的试验值与理论计算结果可知，单个移动脉动源在自由面上的环形–扇形波

与船体辐射–绕射波的传播范围是基本吻合的，两者均随着参数 τ 的增大而呈现逐渐减小的趋势。但试

验观测值略小于理论计算结果，这主要是对点源半楔角的推导是基于线性势流理论，由于未计及粘性因

素而忽略了流体微团之间的能量输运所导致的。 

6. 结论 

1) 针对 Bessho 型移动脉动源格林函数进行积分变换后，采用同相分析法可获得非定常波系的等相

曲线族方程；随着航行速度和脉动频率的增大，移动脉动源非定常波系向后方传播的特征愈加显著。 
2) 波浪中两船模并行航行的水池拖曳试验结果表明船体辐射–绕射波的传播范围与移动脉动源的

环形–扇形波是基本吻合的，典型工况下的船体舷侧上浪观测初步验证了移动脉动源远场波系传播特征

的正确性。 
采用 Bessho 型移动脉动源格林函数为耐波性计算的积分内核函数时，可认为在船体浸湿表面上布置

有满足三维流场定解条件的若干强度点源。对于顶浪并行航行的两船模，依据航行速度和入射波可确定

参数 τ 值的大小，此时船体表面移动脉动源的传播模态均是一致的，而点源与点源之间的波形差异主要

反映在自由面的波幅上。结合试验现场波形观测的结果可知，通过假定船体水线最前端处布置有一移动
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脉动源来预报船体辐射–绕射波传播范围的方法是可行的，这也进一步表明了 Bessho 型三维移动脉动源

格林函数法在求解有航速两船水动力干扰问题中的适用性。 
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