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Abstract: The present study is based on the problem of liquid sloshing with small amplitude in a partial filling cylin-
drical cavity under harmonic excitation and low-gravity environment. Liquid sloshing velocity potential and wave 
height function, which are the problems belong to Laplace equation and boundary conditions, were formulated using 
Bessel expansion method in this paper. Since the phenomenon “crescent” of free surface due to low-gravity, the solving 
process of velocity potential and wave height become more difficult. And the study of characters of liquid sloshing with 
small amplitude in a cylindrical cavity in low-gravity condition was presented. Based on the consideration of surface 
tension and the foundation of the predecessor studies, the analytical solution of Laplace equation was calculated after 
the liquid velocity potential and wave height function were formulated firstly. Then the liquid sloshing force and slosh-
ing moment were given, and frequency of liquid free sloshing and velocity potential were computed. The equivalent 
mechanical model of mass-spring was established by mechanical equivalent principle. The present method was certified 
by comparison between numerical solution and analytical solution. The relationship between parameters of the equiva-
lent mechanical models and Bond number were revealed. 
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摘  要：以微重环境下部分充液圆柱贮箱受横向简谐激励作用时液面小幅晃问题为研究背景，利用一阶 Bessel

函数构造了满足该问题中存在的 Laplace 方程和边界条件的速度势和波高函数。由于微重下的自由静液面呈复杂

的“弯月形”，这使得要求速度势和波高函数精确满足自由液面处的边界条件存在一定的困难。在前人研究的基

础上，运用第二类边界条件下的 Bessel 函数展开法，对微重下的自由液面条件进行精确处理，得到晃动速度势

和波高函数的一种半解析法。进一步推导了晃动力和晃动力矩的求解式，并基于等效准则建立了液体自由晃动

的弹簧–振子等效力学模型。通过数值计算和对比，验证了文中方法的准确性，并研究了等效力学模型中的参

数与 Bond 数之间的变化规律。 
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1. 引言 

液体晃动问题在上世纪 60 年代初开始，逐渐得

到了航空航天工程师的广泛关注，其研究在航空航天

和核工业领域得到了发展和应用。为了引入晃动对系

统动力学与控制的影响，在工程上通常采用等效力学

模型，即将液体的某阶的晃动等效为一个单摆或者弹

簧振子(对于小幅晃动)，使等效系统与相应阶的晃动

具有相同的动力学特性。晃动频率和阻尼是工程上最

为关心的两个参数。以充液卫星姿态控制为例，计算

晃动频率是为了在设计中设法避免液体晃动、姿态运

动和弹性附件振动的共振。对于携带液体燃料的卫

星，由于贮箱液体燃料的晃动可能导致卫星姿态的失

稳，控制系统设计时必须考虑到液体晃动的影响。此

外，从科学研究角度看，晃动作为一种复杂的流体现

象，自由表面时时刻刻在变化着，而且很多时候还与

限制其运动范围的固体壁面具有较强的耦合作用，给

问题的求解带来了很大的困难，具有相当的挑战性。

因此，研究晃动这样一个复杂的数理问题，不仅有显

而易见的工程实际意义，也有非常重要的科学研究价

值。 

多年来，国内外学者对储腔内液体晃动做了大量

的研究。对于理想液体的小幅晃动问题，Peterson，

Crawley 等人采用一个简单的弹簧振子来代表航天器

的线性弹性振动，在质量块上固定一充液圆柱贮箱,

通过独到的实验及部分理论分析考察了该液体–航

天器非线性耦合系统的动力学行为[1,2]；Berry和Tegart[3]

提出了一种求解低重工况下液体大幅晃动作用力的

工程近似算法，即质心面等效力学模型；文献[4,5]研

究了平放式贮箱的三轴定向充液卫星的液体晃动及

其姿态动力学问题，建立了充液系统的等效力学模

型；文献[6]用网格法研究了球形储腔内液体的晃动特

性；文献[7]用特征函数展开法研究了带有隔板的球形

储腔内的液体晃动特性；文献[8]研究了失重时方形容

器内液体自由晃动的频率特性；文献[9]通过建立等效

力学模型设计了充液航天器防晃系统；文献[10,11]采

用有限元数值求解任意刚性容器内液体三维晃动的

固有频率和模态。 

本文基于一阶Bessel函数构造了满足该问题中存

在的Laplace方程和部边界条件的速度势和波高函数。

微重环境下的液体晃动问题的难点是对自由液面的

处理，由于微重下的自由静液面由于毛细力的作用，

使得自由静液面呈复杂的“弯月形”，这使得要求速

度势和波高函数精确满足自由液面处的边界条件存

在一定的困难。本文在前人研究的基础上，考虑了表

面张力作用，更符合真实的微重力环境，值得一提的

是本文修正了 F.T.DODGE 在推导展开系数 ，

的表达式的错误之处[12]，并且运用第二类边界条

件下的 Bessel 函数展开法，对微重下的自由液面条件

进行精确处理，得到晃动速度势和波高函数的一种半

解析法。进一步推导了晃动力和晃动力矩的求解式，

并基于等效准则建立了液体自由晃动的弹簧–振子

等效力学模型。最后通过数值计算和对比，验证了方

法的准确性，并探究等效力学模型中的一阶晃动质量，

弹簧刚度，质心高度等参数与 Bond 数之间的变化规

律。 

2nmC

3nmC

2. 基本方程 

假设液体为理想不可压缩无旋流体，故忽略液体

粘性的影响，柱坐标系与腔体固联，原点置于未受扰

自由液面最低点，如图 1 所示。储腔内液体小幅晃动

时，由于液体的运动只发生在自由液面处，可建立液

体运动的势函数。 

液体位于在轴负半轴，如果充液比是 2 1h R  ，

这极大地简化了代数运算。液面静止高度为  f r ，波

高函数为  ,z t, ,r  速度势函数是。定义  , , ,r z t ，

储液罐的速度 v，速度势函数满足拉普拉

斯方程： 

液体相对于

2 0                     (1) 
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Figure 1. Cylindrical cavity model 
图 1. 圆柱形储腔模型 
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边界条件： 

0,          1R
R





             (2) 

0,          Z
Z


 


            (3) 

对运动方程的首次积分，给出了速度势与波高的

关系。再由伯努利方程知流线上任意两点的压力势

能、动能与位势能之和保持不变，得到另一边界条件，

推导出其关系表达式为： 
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 (4) 

自由液面的速度与流体的速度必定是相等，根据

这个条件，速度势函数与波高函数有下边的关系，将

该条件线性化： 

d
0,    

d

F
Z F

Z R R



          

     (5) 

假设液体在未扰动的时刻接触角是零。然而液体

在晃动的过程中这个接触角与静态接触角是不相同

的，这个现象叫接触角迟滞现象。本文采用文献[9]

的假设： 

 0,   1,    1R R Z F            (6) 

因此，接触角被定义为： 

 
1 22

1
0cot 1    c r R

r r

 
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根据式(6)知道，在线性化假设中这个接触角是零。 

显然，在分析液体晃动之前，首先要求解平衡自

由液面函数  F R 。要精确计算  F R 是非常复杂的，

因此通过近似的表达式可以得到。当邦德数

时，静液面形状近似为球形，即为： 

1BON 

   1 221 1F R R  ，随着 BON 的增加，静液面变的

越来越水平。在 Satterlee 和 Chin[9]对球形静液面修改 

为    1 221 1RF   R    ，这是一种近似解决的方   

法，其中  是 BON 的函数，当 时，与实验结

果完全吻合[9]，对于邦德数10 的情况，根

据文献[5]： 

10BO 

10BON 

N



0

  3 231 1F R R             (7)   

这个静液面的曲率是小于球形曲率，式(7)是满足

边界条件：    0 0d dR  0F F 和 

  d cotd 1 cF R    ；代入式(4)也满足。是无量纲

波高，利用式(7)在 1R  满足  ，这样的函数为： 

3 2 2 3 0BON               (8) 

当 10BON  时，根据文献[6]知，(7)式和(8)式是

完全吻合，根据以上分析知道，没有函数或者是一组

函数能够精确的满足方程(1)~(6)。然而有多种近似的

方法，在常重情况下，一般选择已知一组函数模拟液

体晃动，本文也采用该方法，因为当 时，体

力仍然是其主导作用。因此，假设速度势为： 

10BON 

   
1

, , , cos e n  1
Z

n n
n

R Z a R    J




       (9) 

波形函数为： 

   1 1
1

, , cosn
n

R b J R     




      (10) 

Bessel 函数  1 0nJ   根为 n ，式(9)(10)级数展

开是满足方程(1)(2)(3)和(6)。在 ，每个贝塞

尔函数是正交的。 

0 R 1

为了得到 和 ，将式(9)(10)代入边界条件中

(4)(5)中，将两式化解为 Bessel-Fourier 函数的级数形

式

na nb

 1 cosmJ R  ，由式(5)得到： 

 
1 1

con n n
n m

b C J R 
 

 
11 m ma

 
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   (11) 

由式(4)得到： 
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



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其中： 
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由于一阶 Bessel 函数是具有正交性，因此，结合

式(11)(12)消去  nb  ，得到关于  na  的方程表达式

为： 

   

1 1 1 1

3

2

2
cos       3,

m m s m

X
n

 

    

  
 

1

2 1 3 1

1, 2,
1

nm m nm m ns sm m

n n

C a C a C C a

J

       






   

由上式分析可知，依据其它的量可以得到 。令

，通过截取前几阶模态，然后求解方程组。
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令 cosn na A   ，代入式(13)，令 算n m  M ，计
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

其中， 2
i 是晃动模型的 i 阶固有频率的平方。根据物

理现象知道 2 0i  ，在实际中规定： 
2 2
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 1
1

e m

n

M
Z

nm mP J R


 
  

2
2 2

1

1
cos cos

M

n

m

X



 


    
 

 
 


  (13) 

同理，令 b B sinn n   ，计算得到波高函数为： 
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Q J R

  







   
 

  
 




    

其中， (11)得到，是

因此，根据以上分析得到了速度势 和波形函数

(14) 

nmQ 根据式 nmP 关系式。 



 ，任何特定的晃动都可以通过式(1 4)适当的表

示。显然，通过数值积分计算得到

3)(1

1 ,nm 2nm nmC C , 3C 。

当 M 取一定值时，其余各个数  

所示，

常

值都可以计算得到。

3. 等效力学模型 

微重条件下的等效力学模型如图 2 类似于

重下的等效力学模型，针对每一阶晃动模态，构建

与之对应的弹簧–振子模型： jh h 处设置质量为 jm

的质点，通过 2 根刚度为 2jk 的线弹簧分别固联于贮

箱侧壁，振子被限制只能做 动，固定于作横向运 0h h

处的质点 对应于附着在储腔 ，也

与晃

 

0

动的液体，储腔内液体晃动，它的固有频率液体

晃动的作用力与力矩是非常重要的参数，通过运用等

效力学模型分析液体晃动是现在非常重要的一种方法。
 

 

m 上的液体 就没有参

0h
1h

Mh

m

Mm

1

k 2
M M

K 2

1
k 2

1
k 2

0 m 
c mh 

 

Figure 2. Equivalent mechanical model 
图 2. 等效力学模型 

是上式式系数，利用待定系数法将上

式进一步化解为： 
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如图 3 所示，在储液箱壁上，表面张力是沿着接

触线微元 ds ，这个力产生的效果类似拉伸膜，当接触

角为零时 面上力为：，壁 0dTF TR  ，在 方向上的

分力为：  T TF F    ，因此，表面张力引起的

作用于壁面的力为： 


 2π 0
1 0

sin d

3 2 0
0

2 21

0

1
π sin

nM

nBO
n

H
R

R x t

r R
F T

g

gN
R


 

 
 

m



  


 
  
  


   (15) 

其中
1m

H  1

M

n nmQ J 


 在壁面处的 n 阶无量纲的

波高。 

 是

另一部分力是由于液体的运动，液体运动引起的

作用力，通过速度势 可以计算得到。针对惯性系，

令



oscos cX R T     ，因此，液体运动

作用力： 

引起的

 0

0

2π3
2 0 0

2
0

1

cos sin

cos d d

h R

R
F gR

X Z

 


 





 
  


    

 

 (16) 

Z 

其中，  0 1, ,R



    对于上式的最后一部分积分，

忽略  


二阶微分小量，得到：

0

0

2π  

0

2π 2
0 2 20

1

cos d d

cos d π sin

h R

M
n

m n

Z Z

H
X


 

     





   
 

 


 

类似的，由于 和  是小量，第一部分积分可以

化解为： 

0

0

2π

0
cos d d π

M

h R
Z X 


 

  4
0 2 2

1

sin n

n n

I 







 

   

  

ds

   , ,f r r t 

Liquid 

Contact Line 

TF 

T ZF 

TF

 

Figure 3. Force diagram of an infinitesimal element 
图 3. 微元受力示意图 

其中，  1
1

e m
M

nm
n m

m m

P
I J  



   是小量， 0h R，由于 是

无穷大量，所以有 0e 0m h R  ， 。 

由以上分析知

e 0m  

2F ： 
3

2 0 0

20

2 2 2 21 10 n n
N n

0 0

π sin

nM M
n

F R x t

g
H

R Ih
g gR   

R R

  

  



 
      
  
  

 
 

此，作用于壁面上的因 合力为 1 2F F ： 

2 2
0

0

π sinR x
R

   2
1

2
2

2 21

1

1

n
L

nBO n

n
nM
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











 

0

M         



 
       

 






 

(17) 

由弹簧–振子系统构成的等效力学模型对液体

晃动的表征作用体现在振子对贮箱的力和力矩等效

于晃动产生的作用于贮箱的合力和合力矩，现在，计

算弹簧–振子等效力学模型横向力为： 

2 2
mod 0 0

21 1

sin
M M

n
n

nn n

n

m
F x t m m

k

m

  
 

 
 
   
  
 

   (18) 

由弹簧–振子系统构成的等效力学模型对

晃动的表征作用体现在振子对贮箱的力和力矩等效

液体

于晃动产生的作用于贮箱的合力和合力矩，结合方程

(17)和(18)： 

2

1 n
n n

BO n

H
m I

N


  
        

        (19) 

 2
0n n nk m g R              (20) 

3
0 0 2

1 10

π n
n

n nBO n

1M M Hh
m m R

R N
  

 

  
      

   
   (21) 

数值计算表明 3 1
π

M
n

0 2
10 nBO n

Hh
R  

R N 

  
    

   

结果近似等于液体总质量，



3
0

0

πT

h
m R

R
0.264 

 
  

 
 。 
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随着 M 的趋于无穷大，结果越来越

根据以上分析，可知等效力学模型参数 和

是能 所示，一阶晃动质量

随邦德数的变化。在任何情况下，发生晃

中，在 时，发生晃动的液体质量不足

非常小，因此一般情况只考虑一阶模态。 

类似，对比液体晃动的力矩和等效力学模型晃动

的力

精确，因此，假设： 

0
1

M

n T
n

m m m


   

nm

和弹簧刚

动的液体

超重

nk

度

与

或

够计算。如图 4

总体质量的百分比小于邦德数无穷大的情况。实际

10BON 

常重情况下的 10%。参与二阶和高阶模态晃动的质量

矩，可以得到： 

 

3
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0 0 2
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π1 1
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nm m m
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
  


 

0
10

T c m n n
nm  



其中质心高度： 

1 M

h m h m h
            (22) 

2 0

0
0

0

0.528 0.128

2 1 0.264
c m

Rh
R h

h R
R

h

 



   
 
      

  

4. 结果与分析 

综上所述，我们得出 各种参数在不同

图 4~ 5 所示，

1 1 1, , ,m k h 
8 所示。如图Bond 数下的值，如 2 随

着 Bond 数的增大而减小，Bond 数达到一定数值，频

率基本上趋于定值，这与实际实验相符[12]，一阶晃动

质量随着 Bond 数的增大而增大，图 4~8 给出各种参

数随 Bond 数的变化趋势。 

液比情况下，微重下发生

于常重情况下发生晃动的液体质

量(如 相同的腔

液

效力学模型，给出了弹簧–振子一阶参数，并且推导了 

分析表明，在相同的充

晃动的液体质量低

图 6 所示)。因为对于 体尺寸和相同的

充液比，更多的液体附着在壁面上，这样更多的 体

是随着储腔运动，换言之，由于表面附着力的作用导

致更多的液体附着在腔体上成为等效刚体。 

本文计算得到液体晃动基频，建立液体晃动的等
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Figure 4. Fundamental spring constant 
图 4. 等效弹簧刚度随 Bond 的变化曲线 
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Figure 5. Natural frequency of fundamental mode 
图 5. 液体晃动基频 随 Bond 的变化 
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Figure 6. Fundam ntal slosh mass 
图 6. 无量纲一阶等效质量随 Bond 的变化 
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Figure 7. H m of tank 
图 7. 无量纲一阶等效质量的高度曲线 

eight of fundamental slosh mass above botto
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