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Abstract 
For collision with friction, the change of the state of tangential motion of contact point may cause 
the change of direction and magnitude of the frictional force. The direct use of the traditional in-
stantaneous collision hypothesis may cause the energy inconsistence. Contact-impact model is 
built based on continuous contact force method. In this model nonlinear damping spring model is 
used on normal and non-smooth Coulomb friction model is used on tangential. The classic exam-
ple of oblique impact is a rigid body system consisted by a member bar and ground. Dynamics si-
mulations are done in the process of impact for this classic example. Study the movement varia-
tion and the corresponding sliding mode of this system on different friction coefficients, different 
initial velocity and different initial configuration. With this model, the complex tangential sliding 
mode during the impact process is demonstrated, which provide the basis for the choice of the col-
lision model. 
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摘  要 

考虑摩擦的碰撞过程中接触点切向状态的改变会导致切向摩擦力方向及大小的不同，如果直接将经典的
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瞬时碰撞假设用于含摩擦的物体碰撞问题会导致在一定的条件下出现碰撞前后能量不协调的现象。本文

采用连续接触力的方法建立接触碰撞模型，其中法向采用非线性阻尼弹簧模型，切向采用非光滑库仑摩

擦模型。针对均质杆与地面斜碰撞的经典例子，对碰撞过程进行动力学模拟。研究不同的初始位形、初

始速度及摩擦系数下系统运动的变化规律及相应的滑动模式，并通过该模型，展示了碰撞过程中复杂的

切向滑动模式，为碰撞模型的正确选择提供参考依据。 
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1. 引言 

碰撞是物体间相互作用的一种形式。接触碰撞动力学是研究在碰撞作用下，物体间相互作用规律和

物质运动规律的科学。如何建立正确有效的接触碰撞模型是解决接触碰撞动力学问题的关键，国内外学

者对于接触碰撞问题做了一系列研究，目前接触碰撞动力学分析方法一般分为三种[1] [2] [3]：碰撞瞬态

模型方法、连续接触力方法、有限元方法。碰撞瞬态模型方法属于离散方法，假定接触碰撞时间非常短

且刚体构型未发生改变，忽略碰撞过程，仅研究碰撞前和碰撞后两个阶段。连续接触力方法和有限元方

法属于连续接触方法，三种方法各有特点。 
碰撞瞬态模型方法是基于经典碰撞模型[4]的，经典的碰撞理论包含一系列简化假定，这一系列假定

是否可用，还需要根据具体情况分析。这些假定有：碰撞瞬态假定、局部性假定、法向碰撞规律不受切

向运动的影响等，研究这些假定的适用范围有重要意义。这些假定在探究球状近刚性物体碰撞时是比较

适用的，但是推广到研究含摩擦的多刚体系统碰撞问题就必须进行修正[5]。 
连续接触力模型，将碰撞过程看成是一个有限时间的接触碰撞力的作用过程，利用连续力与位移的

关系模型来处理碰撞物体之间的关系，当实际物体形状复杂时，很难得到连续力与位移的关系[6]。 
有限元柔性模型，此种方法更接近于实际的碰撞接触过程，但是其计算过程很耗时间。有限元方法

具有通用性，但是碰撞的物体的形状比较复杂和个数比较多时，用有限元方法计算耗时将是巨大的[7]。 
本文基于连续接触力方法建立接触碰撞模型，针对均质杆与地面斜碰撞的经典例子，对碰撞过程进

行动力学模拟。研究不同的初始位形、初始速度及摩擦系数下系统运动的变化规律及相应的滑动模式，

并通过该模型，展示了碰撞过程中复杂的切向滑动模式，为碰撞模型的正确选择提供参考依据。 

2. 刚体平面运动接触碰撞模型 

2.1. 法向接触力模型 

当接触点的相对距离 0, 0δ δ= < 时(δ 为物体之间相互嵌入的深度，δ为相对速度)，碰撞将会发生，

进入碰撞计算，计算方程中力的一项需要增加接触力。 
取法向接触力模型[1]为： 

( )
3 3
2 2 0

0 0
n

K cKF δ δ δ δδ
δ

 + >= 
 =

                                  (1) 
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公式(1)对弹性碰撞是成立的，但是对于非弹性碰撞，由于能量的耗损，碰撞后变形不能够恢

复，在恢复阶段会出现 0δ > 时 ( ) 0nF δ = ，该模型体现了碰撞过程中弹性压缩、恢复及能量损耗的

特征。 

2.2. 切向摩擦模型 

在接触碰撞的过程中如果两个接触物体有相对滑动，在接触点会有切向速度，切线方向会受到

摩擦力的作用。 
当没有相对运动时，如果有相对运动趋势，此时物体所受的是静摩擦力。一般当沿接触面切向

外力小于最大静摩擦力时，静摩擦力大小等于这个切向外力，方向相反。当外力大于或等于最大静

摩擦力时，物体发生相对运动此时受到的是动摩擦即 Coulomb 摩擦，方向与运动方向相反，取下

列的切向摩擦模型： 

( )

( )

sign    if   0  

                    if   0  and  
sign       if   0  and  

f c

f e e s

c e s

F F v v

F F v F F
F v v F F

= − ≠


= = <
 − = ≥

                            (2) 

其中， eF 是沿接触面切线方向的外力， sF 是最大静摩擦力， fF 是摩擦力， v 是相对滑动速度， cF 是库

仑摩擦力， c nF Fµ= ， µ 是摩擦系数， nF 是法向力， ( )sign ⋅ 是符号函数。 

3. 匀质杆件与地面接触碰撞模型 
如图 1，匀质细杆 AB 长 l ，质量为m 与地面夹角为θ ，以平行于自身的速度 v与地面发生接触碰撞,接

触点为 B ，假设绕质心 ( ),c cC x y 的转角为ϕ ，角速度为ω ，以顺时针旋转为正。碰撞前匀质细杆只受重力。 

由细杆几何关系可知两个端点与质心的关系为： 

cos
2B c
lx x ϕ= +                                        (3) 

sin
2B c
ly y ϕ= −                                        (4) 

在匀质细杆与地面接触碰撞的过程中，接触点在法向的变形为δ ： 

sin
2B c
ly yδ ϕ= − = −                                      (5) 

依据对匀质细杆与地面进行接触识别，此处我们假设接触点就是 B ，当杆与地面发生碰撞时 0δ = ，且

此时 0By < ，到变形最大时， 0By = ，这一过程是压缩阶段；在碰撞即将结束时 0δ = ， 0By > ，法向速度

由 0 逐渐增大的阶段是接触碰撞的恢复阶段。对于碰撞结束时的判断条件只适用于弹性碰撞，如果接触碰

撞不是弹性的，那么接触点的变形不能恢复到碰撞前的状态，此时判断碰撞是否完成的依据是接触力是否

为零。 
在碰撞过程中，匀质细杆受到重力、摩擦力和接触力，当接触碰撞开始时，杆件质心的平衡微分方程为： 

sin cos
2 2

c f

c n

c f n

mx F

my F mg
l lJ F Fϕ ϕ ϕ


 =


= −

 = − −








                                  (6) 
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Figure 1. Sketch map of the collision between the uniform thin rod and the ground 
图 1. 匀质细杆与地面碰撞示意图 

 

当 0Bx = 时 
1) 假设 0Bx = ，则摩擦力可能为静摩擦力，切向的运动微分方程不满足，则得到新的平衡微分方程： 

2

2

sin cos
2 2

sin sin cos cos
2 2 2 2

c

c n

c n

l lx

my F mg
ml l l lJ F

ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

  = +    = −
   = − + −   

 



  

                        (7) 

通过计算可以得出受到摩擦力大小，如果实际摩擦力始终小于最大静摩擦力，碰撞结束前接触点处

于粘滞状态。若求得实际摩擦力大于最大静摩擦力，则接触点继续滑动。如果接触点继续滑动，则摩擦

力变为滑动摩擦力，重新建立新的运动微分方程开始下一步的计算。 
2) 当 0Bx ≠ 时，根据加速度的方向，可以判断摩擦力的方向，此时运动微分方程依然满足公式（6），

但是其摩擦力的方向随速度的改变发生改变。 

4. 数值算例 

匀质细杆长度 0.1 ml = ，底面半径 0.01 mR = ，质量为 0.2 kgm = ，杆件与接触地面的弹性模量和泊

松比相同，弹性模量 112.1 10  PaE = × ，泊松比 0.3υ = ，摩擦系数 0.1µ = ，假设碰撞时接触点的坐标 ( )0,0 ，

平行与匀质细杆的初始速度为 2 m sv = ，接触点对质心的转动惯量
41.67 10cJ −= × ，以绕质心顺时针转

动为正。 

4.1. 初始位形及切向摩擦对法向接触力的影响 

图 2 是在杆件初始位形不同时，接触力随时间的变化曲线。初始夹角的改变会引起质心初始坐标以

及质心在坐标轴方向的初始速度分量的改变。从图线中可以看出，碰撞开始时，杆件和地面的夹角越大，

接触力的峰值越大，接触力单位时间的变化速度越快，接触碰撞的作用时间越短。 
图 3 是不同摩擦系数下法向接触力的变化曲线，由图可以看出，随着摩擦系数的不断增大，相同时 
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Figure 2. Curves of normal contact force under different initial configurations 
图 2. 不同初始位形下的法向接触力变化曲线 

 

 

Figure 3. Normal contact force curve of different friction coefficient method 
图 3. 不同摩擦系数下法向接触力变化曲线 

 

刻，接触力的值是在逐渐减小的，且摩擦系数越大，接触力的峰值会越小。因此可以通过增大摩擦力来

减小法向的接触力。 
通过计算可以得到： 0µ = 时，碰撞时间为 41.448 10  s−× ； 0.1µ = ，碰撞时间为 41.450 10  s−× ； 0.5µ = ，

碰撞时间为 41.451 10  s−× ； 0.8µ = ，碰撞时间为 41.452 10  s−× 。接触力的作用时间会随着摩擦系数的增大

而变长。 
由于初始条件的设置，接触点的切向速度在碰撞过程中未减小到 0，因此不会出现粘滞或者反向滑
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动的情况，但可以计算得到，随着摩擦系数的增大，碰撞结束时接触点的切向速度是减小的。 

4.2. 碰撞过程中切向滑动模式的验证 

取下列参数：质心 ( )0 0

3 1, ,
40 40c cx y

 
= −  
 

，杆与地面的夹角
π
6

θ = ，初始角速度 40 rad sω ϕ= = ，以

顺时针转动为正。 
通过计算可以得到接触点切向速度如图 4 示，当 58.28 10  st −= × 时，接触点的切向速度变为 0，此时

法向碰撞力不为零，处于恢复阶段，碰撞并没有结束。 
继续计算可以得到每一时刻实际受到的摩擦力与最大摩擦力的关系，如图 5 所示，到碰撞结束，杆

件受到实际的摩擦力始终小于最大静摩擦力，因此碰撞结束前杆件一直处于粘滞状态。 
算例很好地验证了在所设定的初始条件下，碰撞过程中滑动模式的变化情况：开始滑动而后在恢复

阶段发生粘滞一直到碰撞结束。 

5. 数值算例 

本文采用连续接触力的方法建立接触碰撞模型。针对均质杆与地面斜碰撞的经典例子，对碰撞过程

进行动力学模拟。研究不同的初始位形、初始速度及摩擦系数下系统运动的变化规律及相应的滑动模式，

得到以下结论： 
初始位形不同，法向接触力会有不同的变化规律，通常的碰撞恢复系数常数型假设在此种情况下并

不成立； 
摩擦系数不同，法向接触力会受到影响，体现了切向运动对法向运动的影响，该影响在瞬时碰撞模

型中被忽略； 
 

 

Figure 4. Tangential velocity of contact point in contact impact process 
图 4. 接触碰撞过程接触点的切向速度 
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Figure 5. Actual friction and maximum static friction 
图 5. 实际受到摩擦力与最大静摩擦力 

 

验证了碰撞过程中复杂的切向滑动模式的存在。 
碰撞瞬态模型方法因其模型简单，计算方便在目前多体系统的动力学与控制问题中仍然得到广泛的

应用，但其经典模型的合理性及精确性也一直是人们关注的热点，本文基于连续接触力的方法所得到的

结论有助于碰撞模型的选择及建立。 
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