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Abstract 
A combination method of critical load of variable cross-section compressive rods was put forward 
based on precise integration method and transfer matrix method. First of all, the rod was divided 
into many sections and every section was viewed as uniform cross-section; the transfer matrixes 
of all the compressive sections were deduced according to theory of material mechanics, equili-
brium principle and theory of matrix. Then the transfer matrix of whole variable cross-section 
compressive rod was obtained by means of deformation and internal force relationships between 
adjacent sections. Finally, a characteristic equation to solve the critical load of the variable 
cross-section compressive rod was presented. Results show that the present method is an easy 
one to program, control precisely and use conveniently. 
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摘  要 

针对变截面压杆临界力提出了一种基于精细积分法和传递矩阵法的组合法。先将压杆离散为若干段，视

每段压杆为等截面，采用材料力学理论、平衡原理及矩阵理论，导出了各段压杆的传递矩阵。然后利用

相邻段间变形与内力关系，导出了整个变截面压杆的传递矩阵。最后，利用整个压杆两端约束条件，得

到了求解变截面压杆临界力的特征方程。结果表明：本方法是一种易于编程、精度易于控制，也易于使

用的方法。 
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1. 引言 

变截面压杆在工程中有着极其广泛的应用，如桥梁结构中的桥墩，特别是穿越山区桥梁结构的高桥墩，

它的稳定性问题是工程设计人员必须考虑的关键问题之一。然而由于变截面压杆稳定性问题的计算理论十

分复杂，因此，开展变截面压杆临界力简便计算方法的研究，具有极为重要的理论意义和工程意义。 
近年来，国内外求解变截面压杆临界力的计算方法主要有：WBK 法、传递矩阵法、能量法和有限单

元法。马宝平等用改进的 WBK 法导出了变截面压杆的临界载荷方程，并计算了若干变截面(边长沿纵向

坐标线性变化和型变截面)压杆的临界力[1]。刘庆潭等从压杆的微分方程出发，推导出了型和锥型压杆的

传递矩阵，并给出了等厚度变高度和变截面圆压杆的临界力的数值解[2]。郑建军等在等截面压杆的传递

矩阵基础上采用分段等截面近似假定和段间界面变形协调条件与力平衡条件导出了变截面压杆的累积传

递矩阵，最后结合两端约束条件获得了其临界荷载特征方程[3]。之后，张煜也采用传递矩阵方法，给出

了含中间弹性支承的阶梯型压杆临界力的计算公式[4]。谢海等采用最小势能原理和满足两端位移约束条

件的系列试函数导出了求解变截面压杆临界压力的计算公式[5]。卞敬玲等采用有限单元法推导出计算任

意变截面压杆稳定问题的有限元列式[6]。 
本文提出了基于精细积分法和传递矩阵法的变截面压杆临界力的组合法，供工程设计人员使用。 

2. 变截面压杆的传递矩阵 

2.1. 等截面压杆的传递矩阵 

考虑长度为 L 、轴线为直线、无初始弯曲和质量均匀分布的变截面压杆。将沿压杆轴向离散为 N 段，

记第 i段压杆的长度和惯性矩分别为 iL 和 iI  ( )1,2, ,i N=  ，其中 iI 根据第 i段压杆中间截面尺寸来计算。

当段数 N 足够大时，这样的处理结果能够达到精度要求。由第 i 段压杆中长度为 dx的微段内力平衡和材

料力学理论，可得： 
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式中 ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i iy x x M x Q xθ 分别为距第 i 段压杆上端为 x 处的挠度，转角，弯矩和剪力。上式(1)可改

写为如下矩阵形式： 
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引入符号： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )T
1, 2, ,i i i i ix y x x M x Q x i Nθ= =S 

                      (3) 

式中 ( )i xS 称为距离第 i 段压杆上端为 x 处的状态向量，和 

( )

0 1 0 0
10 0 0

1, 2, ,
0 0 1
0 0 0 0

ii EI i N
P

 
 
 
 = =
 − 
  

A                               (4) 

式(2)可改写为如下状态方程： 

( ) ( ) ( )d
1, 2, ,

d
i

i i
x

x i N
x

= =
S

A S                                  (5) 

利用矩阵分析理论，式(5)的解为： 

( ) ( )e 1, 2, ,i x u
i ix i N= =AS S                                  (6) 

式中
Tu u u u u

i i i i iy M Qθ =  S 为第 i 段压杆上端的状态向量，其中 , , ,u u u u
i i i iy M Qθ 为第 i 段压杆上端的挠

度，转角，弯矩和剪力。当 ix L= 时，由式(6)，可得第 i 段压杆上、下端状态向量之间的关系式： 

( )e 1, 2, ,i iLb u
i i i N= =AS S                                    (7) 

式中
Tb b b b b

i i i i iy M Qθ =  S 为第 i 段压杆下端的状态向量，其中 , , ,b b b b
i i i iy M Qθ 为第 i 段下端的挠度，

转角，弯矩和剪力。 
引入符号： 

( )e 1, 2, ,i iL
i i N= =AT                                     (8) 

式中 iT 为第 i 段压杆的传递矩阵，它的求解采用如下的精细积分方法进行，将式(8)表示为： 

( ) ( ) ( )exp exp 1,2, ,
m

i i i i iT L L m i N = = =  A A                          (9) 

其中 2Hm = ，例如 20H = ，则 1048576m = 。令 idt L m= 。 
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( ) ( )2exp 2i i i adt dt dt≈ + + = +A I A A I T                             (10) 

其中 

( )2 2a i idt dt= +T A A                                     (11) 

( ) [ ] [ ] [ ]
1 12 2 2exp

H H H

i i i a a aL
− −

= = + = + × +T A I T I T I T                        (12) 

注意到 

( ) ( )b c b c b c+ × + = + + + ×I T I T I T T T T                              (13) 

因此式(12)相当于执行语句： 

( )for 0; ; 2a a a aiter iter L iter= < + + = × + ×T T T T                         (14) 

当循环结束时有： 

i a= +T I T                                          (15) 

2.2. 整个变截面压杆的传递矩阵 

从第 1 段到最后第 N 段连续使用方程(7)和(15)，可得整个变截面压杆上、下端状态向量之间的关系式： 

1 1 1
b u
N N N i−=  S T T T T S                                    (16) 

式中
T

1 1 1 1 1
u u u u uy M Qθ =  S 为第 1 段压杆上端的状态向量，其中 1 1 1 1, , ,u u u uy M Qθ 为第 1 段上端的挠度，

转角，弯矩和剪力；
Tb b b b b

N N N N Ny M Qθ =  S 为第 N 段压杆下端的状态向量，其中 , , ,b b b b
N N N Ny M Qθ 为第

N 段压杆下端的挠度，转角，弯矩和剪力。 
引入符号： 

11 12 13 14

21 22 23 24
1 1

31 32 33 34

41 42 43 44

N N i

t t t t
t t t t
t t t t
t t t t

−

 
 
 = =
 
 
 

 T T T T T                             (17) 

式中T 称为整个变截面压杆的传递矩阵。 

3. 求解变截面压杆临界力的特征方程 

利用变截面压杆上、下端约束条件和方程式(17)，可得求解变截面压杆临界力的特征方程。以下给出

常见的五种不同约束条件的特征方程。 
(1) 当上、下端均为铰支时，即 1 1 0u u b b

N Ny M y M= = = = ，其特征方程为 

12 14

32 34

0
t t
t t

=                                         (18) 

(2) 当上、下端均为固支时，即 1 1 0u u b b
N Ny yθ θ= = = = ，其特征方程为 

13 14

23 24

0
t t
t t

=                                         (19) 

(3) 当上端自由、下端固支时，即 1 1 0u u b b
N NM Q y θ= = = = ，其特征方程为 

11 12

21 22

0
t t
t t

=                                         (20) 
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(4) 当上端铰支、下端固支时，即 1 1 0u u b b
N Ny M y θ= = = = ，其特征方程为 

12 14

22 24

0
t t
t t

=                                         (21) 

(5) 当上端可侧移而不转动、下端固支时，即 1 1 0u u b b
N NQ yθ θ= = = = ，其特征方程为： 

11 13

21 23

0
t t
t t

=                                         (22) 

4. 求解变截面压杆临界力的迭代过程 

在数学上，变截面压杆临界力的解析求解十分困难，只能采用数值方法求解。本文采用迭代法，其

迭代过程如下： 
第一步：先视整个变截面压杆为等截面且其截面等同于最小截面，根据最小截面处的抗弯刚度 0EI 与

两端约束条件，按材料力学细长压杆临界力公式，计算出试算临界力的初始值 0P 和等量增量值 P∆ ，其中

0 2000P P∆ = 。 
第二步：试算临界力 0jP P j P= + ∆ (其中 j 代表试算次数)，将 jP 代入式(4)，计算 iA ， iT  ( )1, 2, ,i N= 

和T ，根据压杆两端约束条件所对应的临界力的特征方程计算其行列式值 jf ；增加循环次数 j ，重复第

二步上述过程，直到 jf 符号发生改变为止。此时，记当前行列式值为 bf ，所对应的临界力上限为 bP ,前
一次试算行列式值记为 af ，所对应的临界力下限为 aP 。 

第三步：采用二分法搜索如下：(1) 记 ( ) 2c a bP P P= + ，将 cP 代入式(4)，计算 iA ， iT ， iW ，T ，

所对应的行列式值 cf ；(2) 如果 0c bf f > ，则 b cP P= ， b cf f= ， aP 和 af 不变；如果 0c bf f < ，则 a cP P= ，
a cf f= ， bP 和 bf 不变。重复第三步中(1)和(2)，直到满足下列式(23)的收敛性条件为止。 

( )b a cP P P eps− <                                     (23) 

式中 eps 为二分法迭代搜索法的收敛控制允许值。 

5. 算例与分析 

基于上述计算公式，编制了计算程序，见附件 1。算例一：考虑长度为 10 m 的锥型变截面压杆，其

横截面为正方形，上端面边长为 20 cmua = ，下端面边长为 30 cmba = 。压杆材料的弹性模量 200 GPaE = 。

上、下端约束条件有五种情况。将此杆均匀离散为 N 段，经过多次试算后可知当 N 取得足够大，比如第

一种约束条件①且下端边长 40 cmba = ，N 大于 50 之后，所得的临界力趋于稳定值；当然，随着上、下

端边长( b ua a )的增加，N 应取大一些，总之，本方法的收敛速度很快，且计算精度也很高。基于本文解

和 Ansys 大型结构有限元分析系统，对上述锥型变截面压杆在五种常见不同约束条件下临界力进行了计

算，各种约束条件下临界力 crP 的本文精细积分法结果与 Ansys 有限元结果，列于表 1 中。应用 Ansys 有 
 
Tabel 1. Critical load Pcr of taper-varied cross-section compressive rods under five different constraints (unit: MN) 
表 1. 五种常见约束条件下锥型变截面压杆的临界力 Pcr (单位：MN) 

约束情况 Ansys 解 本文解 相对误差(%) 

上、下端均为铰支 5.92 5.9204 0.0067 

上、下端均为固支 23.7 23.692 0.033 

上端自由、下端固支 2.02 2.0235 0.17 

上端铰支、下端固支 12.1 12.114 0.12 

上端可侧移不转动、下端固支 6.12 6.1178 0.035 
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(a) 上、下端均为铰支 

 
(b) 上、下端均为固支 

 
(c) 上端自由、下端固支 
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(d) 上端铰支、下端固支 

 
(e) 上端可侧移不转动、下端固支 

Figure 1. The first order buckling mode of taper-varied cross-section compressive 
rods under five different constraints with Ansys software 
图 1. 用 Ansys 软件所得的五种不同约束条件下锥型变截面压杆的第一阶

屈曲模态  
 
Tabel 2. Critical load Pcr of three ladder cross-section compressive rods under five different constraints (unit: MN) 
表 2. 五种常见约束条件下三阶梯型截面压杆的临界力 Pcr (单位：MN) 

约束情况 Ansys 解 本文解 相对误差(%) 

上、下端均为铰支 4.01 4.0168 0.16 

上、下端均为固支 15.2 15.733 3.5 

上端自由、下端固支 1.10 1.0995 0.05 

上端铰支、下端固支 5.97 5.9703 0.005 

上端可侧移不转动、下端固支 2.72 2.7673 1.73 
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(a) 上、下端均为铰支 

 
(b) 上、下端均为固支 

 
(c) 上端自由、下端固支 
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(d) 上端铰支、下端固支 

 
(e) 上端可侧移不转动、下端固支 

Figure 2. The first order buckling mode of three-ladder cross-section compressive 
rods Under five different constraints with Ansys software 
图 2. 用 Ansys 软件所得的五种不同约束条件下三阶梯型截面压杆的第一

阶屈曲模态 
 
限元法计算所得的五种常见约束条件下锥型变截面压杆的第一阶屈曲模态如图 1 所示。使用 Ansys 时，

采用的单元是平面梁单元(Beam3)，将整个压杆均匀离散为 100 个梁单元，每单元实常数(截面面积、轴

惯性矩和高度)都采用该单元中间截面尺寸来计算。 
算例二：考虑三阶梯型圆截面压杆，上段压杆长度和直径分别为 3 m 和 20 cm，中段压杆长度和直

径分别为 4 m 和 30 cm，下段压杆长度和直径分别为 3 m 和 25 cm。上、下端约束条件与算例一相同，它

们各自初始临界力试算值 ( )2
0 0 πP EI Lµ= ，其中 ( )4 4

0 40 π 64 cmI = 。与算例一不同的是：不需要人为离

散，只要自然方式分为三段进行计算。计算结果如表 2 所示。用 Ansys 有限元法所得的五种常见约束下
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三阶梯型截面压杆的第一阶屈曲模态如图 2 所示。 
从表 1 和表 2 可见，各种约束下变截面压杆临界力的本文数值结果与 Ansys 结果十分接近，两者之

间相对误差最大只有 3.5%。因此，本文提出的精细积分法是一种计算精度很高的计算方法，而且只要编

制一小段程序，输入几个参数，使用起来十分方便。 

6. 结论 

本文对变截面压杆临界力求解方法提出了一种基于精细积分法和传递矩阵法的组合法，并导出了相

关计算公式，以及提供了传递矩阵的精细积分法求解过程和求解临界力搜索二分法的求解过程，编制了

计算程序。算例结果验证了本文方法是一种易于编程、精度易于控制、实用较为方便的方法，值得推广。 
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附件 1：求解锥型变截面压杆临界力的计算程序 

clear all 
E = 2e11;            %压杆材料的弹性模量，单位：N/m2 

L = 10;               %整个压杆的轴向长度，单位：m 

au = 0.20;           %压杆上端正方形截面的边长，单位：m 

ab = 0.40;           %压杆下端正方形截面的边长，单位：m 

N = 100;             %压杆分段总数 

Li = L/N;            %压杆每段长度，单位：m 

Type = 3;            %压杆两端约束类型编号，1：两端铰支；2：两端固支；3：上端自由、%下端固支；4：上端

铰支、下端固支；5：上端可侧向移动二而不转动、%下端固支。 
I1 = au^4/12; 
Eps = 1e3; 
eps1 = 0.01; 
if Type = 1 
   P0 = pi^2*E*I1/L^2; 
   DP = P0/Eps; 
elseif Type = 2 
   P0 = pi^2*E*I1/(0.5*L)^2; 
   DP = P0/Eps; 
elseif Type = 3 
   P0 = pi^2*E*I1/(2*L)^2; 
   DP = P0/Eps; 
elseif Type = 4 
   P0 = pi^2*E*I1/(0.7*L)^2; 
   DP = P0/Eps; 
elseif Type = 5 
   P0 = pi^2*E*I1/L^2; 
   DP = P0/Eps; 
end 
f = 1; 
ii = 1; 

while f > 0                               %先通过逐步递推，找出解的大致范围 
   ii = ii+1; 
   Pi = P0+ii*DP; 
   a1 = au+(ab-au)*Li*(1-1/2)/L; 
   I1 = a1^4/12; 
   A1 = [0 1 0 0;0 0 1/(E*I1) 0;0 -Pi 0 1;0 0 0 0]; 
   T1 = expm(A1*Li); 
   for j = 2:N 
     ai = au+(ab-au)*Li*(j-1+1/2)/L; 
      Ii = ai^4/12; 
      Ai = [0 1 0 0;0 0 1/(E*Ii) 0;0 -Pi 0 1;0 0 0 0]; 
      Ti = expm(Ai*Li); 
      T = Ti*T1; 
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      T1 = T; 
   end 
   if Type = 1 
      f = T(1,2)*T(3,4)-T(1,4)*T(3,2); 
   elseif Type = 2 
      f = T(1,3)*T(2,4)-T(1,4)*T(2,3); 
   elseif Type = 3 
      f = T(1,1)*T(2,2)-T(1,2)*T(2,1); 
   elseif Type = 4 
      f = T(1,2)*T(2,4)-T(1,4)*T(2,2); 
   elseif Type = 5 
      f = T(1,1)*T(2,3)-T(1,3)*T(2,1); 
   end 
end 
%以下精确找出变截面压杆临界力的解 

Pu = Pi-DP;                            %临界力的下界 

Pb = Pi;                                %临界力的上界 

Pc = (Pu+Pb)/2;                        %临界力的平均值 
fu = 1; 
fb = f; 
a1 = au+(ab-au)*Li*(1-1/2)/L; 
I1 = a1^4/12; 
A1 = [0 1 0 0;0 0 1/(E*I1) 0;0 -Pc 0 1;0 0 0 0]; 
T1 = expm(A1*Li); 
for j = 2:N 
   ai = au+(ab-au)*Li*(j-1+1/2)/L; 
   Ii = ai^4/12; 
   Ai = [0 1 0 0;0 0 1/(E*Ii) 0;0 -Pc 0 1;0 0 0 0]; 
   Ti = expm(Ai*Li); 
   T = Ti*T1; 
   T1 = T; 
end 
if Type = 1 
   fc = T(1,2)*T(3,4)-T(1,4)*T(3,2); 
elseif Type = 2 
   fc = T(1,3)*T(2,4)-T(1,4)*T(2,3); 
elseif Type = 3 
   fc = T(1,1)*T(2,2)-T(1,2)*T(2,1); 
elseif Type = 4 
   fc = T(1,2)*T(2,4)-T(1,4)*T(2,2); 
elseif Type = 5 
   fc = T(1,1)*T(2,3)-T(1,3)*T(2,1); 
end 
while (Pb-Pu)/Pc > eps1 
   if fc*fb > 0 
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      Pb = Pc; 
      fb = fc; 
      Pu = Pu; 
      fu = fu; 
      Pc = (Pb+Pu)/2; 
   else 
      Pu = Pc; 
      fu = fc; 
      Pb = Pb; 
      fb = fb; 
      Pc = (Pb+Pu)/2; 
   end 
   a1 = au+(ab-au)*Li*(1-1/2)/L; 
   I1 = a1^4/12; 
   A1 = [0 1 0 0;0 0 1/(E*I1) 0;0 -Pc 0 1;0 0 0 0]; 
   T1 = expm(A1*Li); 
   for j = 2:N 
      ai = au+(ab-au)*Li*(j-1+1/2)/L; 
      Ii = ai^4/12; 
      Ai = [0 1 0 0;0 0 1/(E*Ii) 0;0 -Pc 0 1;0 0 0 0]; 
      Ti = expm(Ai*Li); 
      T = Ti*T1; 
      T1 = T; 
   end 
   if Type = 1 
      fc = T(1,2)*T(3,4)-T(1,4)*T(3,2); 
   elseif Type = 2 
      fc = T(1,3)*T(2,4)-T(1,4)*T(2,3); 
   elseif Type = 3 
      fc = T(1,1)*T(2,2)-T(1,2)*T(2,1); 
   elseif Type = 4 
      fc = T(1,2)*T(2,4)-T(1,4)*T(2,2); 
   elseif Type = 5 
      fc = T(1,1)*T(2,3)-T(1,3)*T(2,1); 
   end 
end 
Pc 
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