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摘  要 

为了增强去噪后图像的边缘和保留图像纹理，本文提出了一种新的各向异性张量加权分数阶变分图像去

噪模型，即利用分数阶的Jacobian矩阵形式与一个各向异性张量的乘积的Frobenius范数，作为本文模

型的正则化子，其包含图像在每个像素点的局部邻域变化的信息，根据图像结构灵活地控制和定向去除

噪声，增强图像的边缘和保留纹理细节信息。本文采用交替方向乘子(ADMM)法进行数值求解，所有的

子问题都具有闭形解。数值实验表明，该模型复原的图像有效地保留图像的边缘和纹理等细节特征，抑

制阶梯效应，与其他模型相比更具有竞争力。 
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Abstract 
In order to enhance the edge of the denoised image and preserve the texture of the image, a new 
anisotropic tensor weighted Fractional-order Variation image denoising model is proposed in this 
paper, which uses the Frobenius norm of the product of fractional Jacobian matrix form and an 
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anisotropic tensor as the regularizer of this model. It contains the local neighborhood change in-
formation of the image at each pixel point, and can flexibly control and directionally remove noise 
and enhance edge according to the image structure, and retain texture details. In this paper, al-
ternate directional multipliers method (ADMM) is used to solve numerical problems. Numerical 
experiments show that this model can effectively retain the edge and texture of the image and 
suppress the step effect, which is more competitive than other models. 
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1. 引言 

图像去噪在医学成像、卫星成像及模式识别等领域中具有重要意义。在图像去噪的开创性工作中，

Perona 和 Malik [1]提出了一种非线性扩散的偏微分方程用于图像去噪，复原的图像有效保留图像的线条

和结构，但沿图像的线条和边缘保留了噪声。于是 Weickert [2]提出一种基于张量的图像扩散方程，基于

张量扩散的原理：对平行于图像结构的区域进行平滑处理，利用一个张量场来描述局部方向，使图像平

滑并与图像结构平行，利用非线性扩散函数对张量场进行变换，将变换后的张量场用于扩散方程，得到

的张量为扩散张量。扩散张量包含了图像在每个点的局部邻域变化的信息，可以根据图像结构更灵活地

控制和定向去除图像结构的线条和边缘处噪声，因此，受到学者的广泛认可。 
由于沿张量的两个特征向量的方向，具有不同的传导系数，故张量扩散也被称为“各向异性张量扩

散”。在图像处理的应用中受到广泛关注。2010 年，Grasmair 和 Lenzen [3] [4]提出各向异性全变分模型，

将扩散方程与变分法相结合，用一个各向异性项来替代各向同性 TV 半范数作为模型的正则化子，复原

的图像在抑制块伪影产生的同时降低阶梯效应。2013 年，Roussous 和 Maragos [5]提出由张量全变分和

Beltrami 泛函的推广导出了基于张量的图像扩散，基于结构张量来描述每个点的邻域内图像结构的几何

形状，通过在包含图像块的高维空间中用嵌入表示图像来推广 Beltrami 函数，该模型中的扩散能有效地

控制扩散方向，从而保留图像的边缘和结构。2015 年，Freddie 等[6] [7]人提出了一种基于张量的变分公

式用于彩色图像去噪，引入了一个基于张量的函数—梯度能量全变分，作为新的正则化子，其复原的图

像具有更清晰的边缘。然而，上述已有的基于变分法和各向异性扩散相结合的模型仅考虑了全变分[8] [9] 
[10]模型。但是全变分模型倾向于分段常数解，在平滑区域存在阶梯效应，且不能有效复原图像纹理细节

信息。2007 年，Bai J 等[11]提出分数阶去噪模型，该模型通过定义图像强度函数的分数阶导数绝对值的

递增函数为损失函数，再采用折叠算法来消除跨越边界的跳跃不连续，有效保留图像的纹理细节信息，

抑制阶梯效应。 
基于此，本文提出了一种各向异性张量加权分数阶变分模型(Tensor Weighted Fractional-order Varia-

tion, TWFO)，利用分数阶的 Jacobian 矩阵形式和一个各向异性张量的乘积的 Frobenius 范数，提出了一

种新的正则化子，使分数阶变分成为一个有效集成方向信息的非线性各向异性分数阶模型。我们利用高

斯核来定义输入图像的每一个像素点的结构张量，求出其特征向量，再根据图像去噪的要求，利用文献
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[14]的特征值构造本文新的各向异性张量。通过大量的数值实验，我们发现 TWFO 模型可以根据图像的

结构灵活的控制扩散的方向和去除图像中的噪声，抑制阶梯效应，增强去噪图像中物体的边缘，保留图

像纹理细节信息。所提出的模型是基于变分框架的，因此 ADMM 可以有效地求解该模型。 

2. 相关背景 

2.1. 分数阶[12] [13]的定义 

本文考虑分数阶变分作为图像先验。给定一个图像域 2Ω ⊂ � ，将其离散为一个矩形网格

( ){ }, :1 ,1i ix y i m j n≤ ≤ ≤ ≤ 。然后图像可以表示为欧几里得空间 m n×Ω ⊂ � 中的矩阵，记为 ( ), ,i j i iu u x y= 。

对于特定阶 0α > 的导数，其中α 可以是一个分数，α 阶变分函数 :u Ω→ �通过引入分数阶导数扩展了

传统的 TV 模型。特别地，基于 Grünwald-Letnikov 分数阶导数[14]，将离散分数阶梯度定义为： 

1 2,u D u D uα α α Τ
 ∇ =    

其中，分数阶导数 1 2, m nD u D uα α ×∈� 分别为沿 ,x y 方向的分数阶导数，则有 

( ) ( )

( ) ( )

1

1 ,, 0
1

2 ,, 0

1 ,

1 ,

K k
k i k ji j k

K k
k i j ki j k

D u C u

D u C u

α α

α α

−

−
=

−

−
=

= −

= −

∑

∑
 

这里 K 是用来近似分数阶导数每个像素的相邻像素的个数。定义系数{ } 1

0

K

k k
Cα −

=
用 Gamma 函数 ( )xΓ 定

义为
( )

( ) ( )
1

1 1kC
k k

α α
α

Γ +
=
Γ + Γ + −

，然后定义 u 的离散分数阶变分为： 

( ) ( )( )1 21 , ,, i j i ji j
u D u D uα α α∇ = +∑ , 

根据 ( ) ( )1 divαα α∗
∇ = − 的关系，给出了 ( ) ( )( )1 2, m n m np p × ×= ∈ ×� �p 的离散分数阶散度： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
1

1 2
, ,, 0

1 1
K k

k i k j i j ki j k
div C p pαα α

−

+ +
=

= − − +∑p 。 

2.2. 张量扩散[2] 

在图像处理中常用 2 2× 对称矩阵
a b

D
b c
 

=  
 

作为扩散张量，则有张量扩散方程： ( )u div D u
t

∂
= ∇

∂
。 

在正交系 ( ),x y 中： 

( ) ( ) ( )x y x y
u div D u au bu bu cu
t x y

∂ ∂ ∂
= ∇ = + + +

∂ ∂ ∂
, 

可得，在固定坐标系 ( ),x y 中，张量扩散方程不能表示为两个一维扩散之和，但利用矩阵 D 的两个

特征向量 ( )1 2,v v 构成局部坐标系，设 D 的两个特征值为 1 2,λ λ ，再由矩阵的本征分解定理，则有 

1 1 1 2 2 2D v v v vλ λΤ Τ= + , 

由 1 2
1 2

u uu v v
v v
∂ ∂

∇ = +
∂ ∂

，再考虑到特征向量 ( )1 2,v v 的正交归一化性，可得 
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( ) 1 2
1 1 2 2

u udiv D u
v v v v

µ µ
   ∂ ∂ ∂ ∂

∇ = +   ∂ ∂ ∂ ∂   
, 

上式表明，在特定的局部坐标系 ( )1 2,v v 中，张量扩散也可以表达为沿 1v 和 2v 两个相互正交方向的一

维扩散之和，但沿这两个方向，具有不同的传导系数，故张量扩散也被称为“各向异性张量扩散”。 

2.3. 张量的特征值和特征向量的意义 

我们可知 P-M 方程的扩散行为只受图像的梯度的模值所控制，然而，图像的局部结构信息并不仅仅

表现为图像的梯度。为了获取更丰富的局部结构信息，本文利用如下定义的散布矩阵 Jρ ： 

2

11 12
2

12 22

I I I
G G

x x yj j
J

j j I I I
G G

x y y

σ σ σ
ρ ρ

ρ

σ σ σ
ρ ρ

 ∂ ∂ ∂   ∗ ∗   ∂ ∂ ∂     
= =   
  ∂ ∂ ∂    ∗ ∗    ∂ ∂ ∂    

                      (1) 

式中 Iσ 表示以参数σ 的平滑图像，Gρ 表示以 ρ 为参数的Gaussian核。Jρ 表示输入图像的结构张量，

为实对称矩阵，两个特征值 1λ ， 2λ 解得： 

( )( )2 2
1,2 11 22 11 22 12

1 4
2

j j j j jλ = + ± − + , 

约定 1λ 对应于上式中的正号， 2λ 取负号，即 1 2λ λ> 。它们对应的特征向量分别为 1v 和 2v ，有

( )cos ,sin , 1, 2i i iv iθ θ= = 。 
一个二维函数与二维 Gaussian 核的卷积相当于在其每一点的一个尺度为 ρ 的邻域取加权平均。所以

散布矩阵的特征值 1λ 所表示的是，从尺度为 ρ 的邻域平均来看，灰度变化最快的取向为 1v ，其变化率为

1λ 。而在同一点的同一邻域内，变化最慢的取向为 2v ，其变化率为 2λ 。以下分三种情况来讨论图像

的局部特征： 
1) 1 2 0λ λ≈ ≈  
这表示图像在该点附近沿任何方向灰度变化都很小，即为图像平坦区。 
2) 1 2 0λ λ ≈�  
这时图像沿某一方向的变化率远大于沿垂直于此方向的变化率。这是图像具有明显边缘或流线状结

构的表现。在这一局部的灰度值表现出很强的相干性，可用图像局部相干性的量度： 

( ) ( )2 2 2
1 2 11 22 12: 4H j j jλ λ= − = − + ，显然，在(1)表示的平坦区，相干性 0H = 。 

3) 1 2 0λ λ≈ �  
这表示图像在两个相互垂直的方向上，灰度都有相当快的变化，相干性也很小 0H ≈ 。 

3. 本文模型与算法 

3.1. 模型的提出 

1) TWFO 模型 
本文利用分数阶的 Jacobian 矩阵形式和一个各向异性张量的乘积的 Frobenius 范数，提出一种各向异

性张量加权分数阶变分图像复原模型： 

2

2 1
min

2u
u f uαη − + ∇ 

 
T                                 (2) 
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其中，第一项
22

u fη
− 是数据保真项，用于度量待求图像 u 和观测图像 f 的接近程度，第二项

1
uα∇T 是 

正则项，用于提供图像 u 的先验知识， α∇ 为分数阶梯度算子，表示为 Jacobian 矩阵的形式：( )x y
α α Τ
∂ ∂ ，

α 为分数阶的阶数，1 2α≤ ≤ ；η是正则化参数，且 0 1η≤ ≤ 。 
在正则项

1
uα∇T 中，T为 2 2× 的对称半正定的扩散张量。它的四个分量是 11 12 21 22, , ,T T T T 。它们是由

输入观测图像 f 计算出来的。正则项
1

uα∇T 是 2 2× 张量 T乘以 2 1×  Jacobian 矩阵 α∇ 的 Frobenius 范数，

其形式为： 

11 12

21 22

x y

x y

T u T u
T u T u

α α

α α

 ∂ + ∂
  ∂ + ∂ 

, 

其中 T的两个正交特征向量张成旋转坐标系，在这个坐标系中计算输入图像的梯度。因此，T可以给有

界 Jacobian 正则化子
1

uα∇ 引入方向，张量 T的特征值度量正则化子中的各向异性扩散的程度，并在两

个方向上对由[1]中引入的结构张量的特征向量给出的 uα∇ 上的导数进行加权。 
2) 模型解的存在性 
现在，我们考虑 TWFO 模型解的存在性，首先，我们需要强制泛函的定义。 
强制泛函的定义：设 X是线性赋范空间，M ∈X， :f M R→ 。若当 x M∈ ，x →∞时，有 ( )f x →∞ ， 

即 ( )lim
x

f x
→∞

= ∞，则称 f 为强制的。特别地，当 M 为有界集时，总认为 :f M R→ 是强制的。 

定理：假设 0η > ，模型(2)存在一个全局的极小值问题。 
证明：为了便于求解，将模型(2)表示为 

( ) 2
, , , ,2

1 1
min

2

m n

i j i j i j i ju i j
u u f Aηϕ

= =

= − +∑∑ ， 

其中 ( ) ( )2 2

, 11 12 21 22i j x y x yA T u T u T u T uα α α α= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ ，在上式中，我们只需要关注函数 ( ),i juϕ ，显然 ( ),i juϕ 是

有界的，因为： 

, , , ,2 2 2i j i j i j i ju f u f− ≥ − . 

我们假设存在一个序列{ }ˆ
,
k
i ju ，满足： 

ˆ
, ,

2

k
i j i ju f− →∞，当

ˆ
,

2

k
i ju →∞ . 

由强制泛函的定义可得， ( ),i juϕ 是强制泛函。现在，我们为 ( ),i juϕ 选取一个最小化序列{ },
l
i ju ，则

( ),
l
i juϕ 一定是有界的，又因为 2l 空间的有界序列验证了弱收敛子序列的存在性，即： *

, ,
sl

i j i ju u→ 。基于模

型(2)的分段点意义上的可分性，则上述引理成立。证毕。 

3.2. 图像局部结构张量信息提取 

我们先求出输入图像 u 的结构张量 Jρ 的两个特征向量，由 2.3 节我们可知 ( )1 1 1cos ,sinv θ θ= ， 

( )( )2 2
1 11 22 11 22 12

1 4
2

j j j j jλ = + + − + ，则由 1 1E J vρλ Τ− = 0 求解 1v ，可解得 1θ 和 2θ ，分别为： 

12
1

11 22

21 arctan
2

j
j j

θ =
−

， 2 1 2
θ θ= +

π
。 

则我们构造新的张量 T，由上述可知图像局部结构张量 T的特征向量与图像 u 结构张量 Jρ 的两个特

征向量 1v 和 2v 平行，由于张量 T的特征值 1ω 和 2ω 根据不同的图像处理应用选择，则有 
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( )11 12 1 1
1 2

21 22 2 2

0
,

0
T T v

v v
T T v

ω
ω

Τ

Τ

    
= =     
    

T ， 

图像局部结构张量 T为实对称矩阵，本文研究的图像去噪问题目的是禁止图像边缘的扩散，并鼓励

沿边缘的强扩散。因此，我们引用文献[14]中的两个特征值(扩散系数)： 

( )8
3.31488

1

1 0

1 e 0s C

s

s
ω −

≤
= 
 − >

， 2 1ω = 。 

其中 s uσ= ∇ 为梯度幅值，C 为对比参数。 

3.3. 模型求解 

直接求解 TWFO 模型是不能求解，因为：(1) TWFO 模型是不光滑的；(2) 它耦合张量 T 和 Jacobian
矩阵 α∇ 在

1
T uα∇ 中，得到的欧拉—拉格朗日方程难以离散化计算求解。为了解决这两个难题，我们提

出了一种基于 ADMM [15] [16] [17] [18]算法来最小化变分模型(2)。即利用本文模型的可分结构对模型进

行分离变量求解，通过引入辅助变量 ,V W ，并将其转化为下述约束优化问题。 
2

2 1, ,
min

2
s.t.

u
u f

uα

η − + 
 
= ∇
=

W V
W

V
W TV

                                     (3) 

其中 ( )1 2,V V=V ， 11 12

21 22

T T
T T
 

=  
 

T ， ( )1 1,W W=W 。然后构造增广拉格朗日函数，可将式(3)的最小化转化 

为下面的鞍点问题。即 

( )
1 2

22 1
12 1 2, , ,

22
2 2

min max , , , , ,
2 2

,
2

u
L u u f u uα αµη

µ

Τ

Τ

= − + + ∇ − + ∇ −

+ − + −

1 2W V λ λ
W V λ λ W λ V V

λ TV W TV W
           (4) 

合并同类项得： 

( )
1 2

2 2
2 1 1 2 2

1 2 2 1, , ,
1 22 2

min max , , , ,
2 2 2u

L u u f uαµ µη
µ µ

Τ Τ

= − + + ∇ − + + − +
W V λ λ

λ λW V λ λ W V TV W  

其中： 1 2,λ λ 为拉格朗日乘子， 1 2,µ µ 为惩罚参数， ,i i 定义为内积，进一步： 

( )

( )

( ) ( )

( )

2

121 1
2

1
2

2

21 2
1

2
2

2 2

1 21 1 11 2

1 2
2 2

1 1 1
1 1 1

1 1
2 2 2

argmin ,
2 2

argmin ,
2

argmin ,
2 2

,

k

k k

u

k

k k

k k

k k k

k k k k

k k k k

u u f u

u

u

α

α

α

µη
µ

µ
µ

µ µ
µ µ

µ

µ

Τ
+

Τ
+

Τ Τ
+ + +

+ + +

+ + +

 
 = − + ∇ − + 
 
 
 
 = + − + 
 
 
 
 = ∇ − + + − + 
 
 

= + ∇ −

= + −

W

V

λ
V

λ
W W TV W

λ λ
V V TV W

λ λ V
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下面求解各个子问题 
1) 求解u -子问题，即求解下面方程 

( )
2

121 1
2

1
2

argmin
2 2

k

k k

u
u u f uαµη

µ

Τ
+

 
 = − + ∇ − + 
 
 

λ
V                           (6) 

该问题为光滑凸优化问题，对式子(6)关于 u 求偏导可得： 

( ) ( ) ( )1
1

1

0

k

ku f uα αη µ
µ

Τ
∗
 
 − + ∇ ∇ − + =  
 

λ
V                               (7) 

这里 ( )*α∇ 是 α∇ 的伴随矩阵，在周期边界条件下，合并同类项，再对式子(7)利用快速傅里叶变换后，

再利用快速傅里叶逆变换求解。 

( ) ( )

( )( )

* 1
1

1
1 1

*

1

k

k

k

F f

u F
F I

α

α α

η µ
µ

η µ

Τ

+ −

   
   + ∇ −        =  
 + ∇ ∇
 
 
 

λ
V

                           (8) 

其中 F 和 1F − 分别表示傅里叶变换及其逆变换，此处的：矩阵除法、平方和绝对值都是按分量运算的。 
2) 求解 W -子问题，利用收缩算子给出 W -子问题的闭形解，即求解下面这个极小值问题 

( )
2

21 2
1

2
2

argmin
2

k

k kµ
µ

Τ
+

 
 = + − + 
 
 

W

λ
W W TV W                          (9) 

满足收缩算法的条件,可得 

( )21

2 2

1shrink ,

k

k k

µ µ

Τ
+

 
 = +  
 

λ
W TV                              (10) 

当 ( ) ( ) { }shrink , sign max ,0γ γ= −�s s s ，其中算术运算符是按分量计算。 
3) 最小二乘问题的定义：目标函数由若干个函数的平方和构成。一般可以写成 

( ) ( )2

1

m

i
i

F x f x
=

= ∑                                     (11) 

其中 ( )1 2, , , nx x x Τ= �x 是 n� 中的点。我们假设 

( ) , 1, ,i i if x p b i mΤ= − = �x  

其中 ip 是 n 维列向量， ib 是实数,我们可以用矩阵乘积形式来表达(11)式，令 

1

m

p

p

Τ

Τ

 
 

=  
 
 

�A ，
1

m

b
b

b

 
 =  
  

�  

A 是 m n× 矩阵，b 是 m 维列向量。则 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )
( ) ( )

1

2 2
1 2

1
, , ,

2

m

i m
i

m

f x
f x

F x f x f x f x f x

f x

x b x b

x x b x b b

=

Τ

Τ Τ Τ Τ

 
 
 = =  
 
  

= − −

= − +

∑ �
�

A A

A A A

 

现在求 ( )F x 的平稳点。令 ( ) 2 2 0F x x bΤ Τ∇ = − =A A A ，则 ( )F x 的平稳点满足 x bΤ Τ=A A A 。设A 列

满秩， ΤA A 为 n 阶对称正定矩阵。由此得到目标函数 ( )F x 的平稳点： ( ) 1
x b

−Τ Τ= A A A 。 
求解V -子问题，利用最小二乘问题求解： 

( ) ( )
2 2

1 21 1 11 2

1 2
2 2

argmin
2 2

k k

k k kuαµ µ
µ µ

Τ Τ
+ + +

 
 = ∇ − + + − + 
 
 

V

λ λ
V V TV W , 

对V 求偏导得 

( ) ( )1 21 1
1 2

1 2

0

k k

k kuαµ µ
µ µ

Τ Τ
+ +

   
   − ∇ − + + − + =      
   

λ λ
V T TV W , 

合并同类项可得： 

( ) ( ) ( )1 22 1 1
1 2 1 2

1 2

k k

k kI uαµ µ µ µ
µ µ

Τ Τ
+ +

   
   + = ∇ + + −      
   

λ λ
T V T W , 

上式满足最小二乘问题，求解即可得 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1 21 2 2 2 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

k k

k k kI I I uαµ µ µ µ µ µ µ µ
µ µ

Τ Τ−Τ Τ+ + +
    
    = + + + ∇ + + −            

λ λ
V T T T T W    (12) 

对提出模型求解过程如下： 
初始化阶段：输入初始图像 0u f= ，设置参数的初始值： 0k = ； 0.1η = ； 1.5α = ； 1 0.1µ = ； 2 0.2µ = ，

最大迭代次数 maxiter 800= ，迭代精度 610ε −= 。 
算法迭代循环过程： 
Step1：初始化 1k = ， 610ε −= ； 
Step 2：通过(8)式更新子问题中的 ku ； 
Step 3：通过(9)式更新子问题中的 kW ； 
Step 4：通过(12)式更新子问题中的 kV ； 
Step 6：通过(5)式更新拉格朗日乘子： 1 2,k kλ λ ； 
Step 7： 1k k= + 。 
终止：若迭代精度 ε 小于 10-6或者迭代次数到达 800 则该算法终止，否则继续上述迭代循环过程。 

4. 实验及分析 

实验在 LAPTOP-RETV7IRD Aspire A515-516Intel(R) Core(TM) i5-7200U CPU © 2.50 GHz 2.71 GHz 
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RAM4.0G matlab2014a 环境下进行。在实验中，我们使用了六幅标准测试图像，如图 1 所示，分别命名

为 woman、ultrasonic、CT、Einstein、barbara 和 pepper，如图 4~9 所示，为了验证本文算法对图像去噪

的效果，本文中对六幅原始图像分别加入了噪声方差为 15、20 和 25 的高斯噪声。我们将提出的模型与

传统的变分方法和扩散方法进行比较，包括分数阶全变分正则化模型(Fractional-Order Total Variation, 
FOTV)、高阶全正则化模型[19] (High-Order Total Variation, HOTV)、和广义全变分[20] (Total Generalized 
Variation, TGV)、三维块匹配滤波(Block-matching and 3D filtering, BM3D)、各向异性全变分模型

(Anisotropic total variation, ATV)、分数阶各向异性扩散模型(Fractional-Order Anisotropic Diffusion, FOAD)
和张量加权二阶变分模型[14] (tensor weighted second order, TWSO)。所有这些方法的初始条件都设置为输

入图像。本文利用图像的峰值信噪比(Peak Singal to Noise Ratio, PSNR)和结构相似性(Structual Similarity, 
SSIM)两个评价标准来评价去噪后的图像，两者值越大则说明去噪效果更好。当连续两次迭代的相对误差

小于 610ε −= 或者迭代次数等于 800 则该算法终止。 
 

 
woman           ultrasonic            CT           Einstein            Barbara          pepper 

Figure 1. Test image 
图 1. 测试图像 

4.1. 对分数阶的阶数α 的讨论 

1) 阶数α 的不自适应性 
由图 2 的左图我们可以看出，在噪声方差为 15 的高斯噪声水平下，分数阶的阶数跟去噪图像的 PSNR

不是呈递增关系，由右图所示，在阶数 1.5α = ，去噪图像的 PSNR 值随着噪声水平的增大而减小，则说

明分数阶阶数α 具有不自适应性。 
 

 
Figure 2. Sensitivity test of PSNR value with fractional order and noise variance 
图 2. PSNR 值随分数阶阶数和噪声方差变化的灵敏度试验 
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2) 阶数α 与图像纹理的关系 
由图 3 所示，在相同的高斯噪声水平下，对于含有纹理细节信息较少的图像，其去噪图像的 PSNR

值在分数阶阶数 1.5α ≥ 时，峰值信噪比最优，对于含有纹理细节信息较多的图像，其去噪图像的 PSNR
值在分数阶阶数 1.4α ≤ 时，峰值信噪比最优。说明图像纹理信息越多，去噪模型的分数阶阶数越小。 

 

 
Figure 3. Comparison of PSNR values with fractional order, left: images with less texture information; right: an image with 
more texture information 
图 3. PSNR 值随分数阶阶数而变化的对比，左：含有较少纹理信息的图像；右：含有较多纹理信息的图像 

4.2. 图像去噪模型的对比效果 

1) 基于变分的图像去噪模型的对比效果 
由图 4~6 可以看出，TV 模型存在明显的阶梯效应，HOTV 和 TGV 由于涉及高阶导数，可以减少阶

梯伪影，TGV 复原后的图像不连续附近的区域留下了一些噪音。FOTV 可以有效保留图像的纹理细节信

息，然而复原后肺部 CT 图像的边缘轮廓不清晰；经 HOTV 复原的图像可看出肺部器官的分界部分不清

晰，而本文的 TWFO 模型不存在边缘过模糊，且能较好地复原图像的纹理信息，woman 图像脸部轮廓更

为清晰。且由表 1 可知，TWFO 复原后的图像的 PSNR 值和 SSIM 值最高，其 PSNR 值和 SSIM 值分别

高于 TGV 1.64dB 和 0.02，进一步验证了本文模型的有效性。 
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含噪图像      HOTV        FOTV         TGV          BM3D       本文模型 

Figure 4. Comparison of denoising effects with noise variance of 15 
图 4. 在噪声方差为 15 的去噪效果对比 

 

 

 

 

 

 

 
含噪图像       HOTV        FOTV           TGV        BM3D      本文模型 

Figure 5. Comparison of denoising effects with noise variance of 20 
图 5. 在噪声方差为 20 的去噪效果对比 
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含噪图像      HOTV       FOTV         TGV       BM3D     本文模型 

Figure 6. Comparison of denoising effects with noise variance of 25 
图 6. 在噪声方差为 25 的去噪效果对比 

 
Table 1. Comparison of PSNR and SSIM of image denoising results under different noise levels (PSNR unit: dB) 
表 1. 图像在不同噪声水平下的去噪结果的 PSNR 和 SSIM 对比(PSNR 单位：dB) 

测试图像 噪声 输入图像 HOTV F0TV TGV BM3D TWF0 

woman 

15 24.96/0.84 30.56/0.98 30.83/0.98 30.35/0.98 31.84/0.99 31.99/0.99 

20 20.60/0.73 29.60/0.97 29.25/0.97 28.47/0.96 29.96/0.98 30.16/0.98 

25 18.27/0.67 27.44/0.96 27.43/0.96 26.80/0.95 28.17/0.97 28.54/0.97 

ultrasonic 

15 23.87/0.89 28.66/0.92 28.45/0.92 28.82/0.92 29.22/0.93 29.41/0.93 

20 20.23/0.80 26.48/0.90 26.27/0.90 26.65/0.90 26.97/0.90 27.13/0.91 

25 17.57/0.65 24.52/0.88 24.65/0.89 25.10/0.89 25.03/0.89 26.08/0.90 

CT 

15 20.52/0.81 26.35/0.88 26.50/0.88 26.91/0.88 28.11/0.89 27.69/0.89 

20 18.41/0.74 25.79/0.87 25.72/0.87 25.83/0.87 26.97/0.88 26.55/0.88 

25 15.09/0.63 24.61/0.87 23.10/0.86 24.44/0.86 25.28/0.87 24.88/0.86 

Einstein 

15 19.44/0.65 26.04/0.74 26.11/0.74 26.05/0.74 26.32/0.74 26.48/0.74 

20 16.30/0.59 24.42/0.73 24.23/0.73 23.75/0.73 24.47/0.73 24.67/0.73 

25 14.36/0.53 22.13/0.72 22.19/0.72 21.18/0.71 22.08/0.72 22.26/0.72 
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Continued 

Barbara 

15 23.68/0.85 29.26/0.94 29.65/0.94 29.87/0.94 29.99/0.95 30.07/0.95 

20 20.01/0.80 27.87/0.93 28.06/0.93 28.14/0.93 28.51/0.94 28.63/0.94 

25 17.96/0.77 26.06/0.91 26.33/0.92 26.24/0.92 26.74/0.92 27.04/0.93 

pepper 

15 19.79/0.63 26.21/0.75 26.94/0.75 27.59/0.76 27.25/0.76 27.47/0.76 

20 17.53/0.58 24.87/0.74 25.83/0.74 25.97/0.74 26.11/0.75 26.15/0.75 

25 15.87/0.54 23.35/0.73 24.22/0.73 24.58/0.73 24.65/0.74 24.84/0.74 

 
2) 基于扩散方程的图像去噪模型的对比效果 
由图 7~9 可看出，与其他模型相比，本文的模型通常产生更清晰的结果。即 TWFO 正则化可以很好

地保持图像的结构和边缘，并产生令人满意的去噪结果。ATV 和 FOAD 复原后的图片，超声图像血管部

分的失真较大，且边缘部分存在一定的模糊，HOAD 复原后的图像的不连续区域仍存在一些噪声，ATV
重建后图像可以看到明显的“阶梯现象”。而 TWFO 对血管的轮廓复原效果最好，由表 2 可知本文模型

复原图像的 PSNR 值和 SSIM 值优于其他模型，由客观指标可以看出，TWFO 有效抑制阶梯效应，保留

图像边缘以及较好地复原图像纹理细节信息。 
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含噪图像           ATV             FOAD            TWSO          本文模型 

Figure 7. Comparison of denoising effects with noise variance of 15 
图 7. 在噪声方差为 15 的去噪效果对比 

 

 

 

 

 

 

 
含噪图像            ATV            FOAD           TWSO           本文模型 

Figure 8. Comparison of denoising effects with noise variance of 20 
图 8. 在噪声方差为 20 的去噪效果对比 
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含噪图像          ATV            FOAD         TWSO         本文模型 

Figure 9. Comparison of denoising effects with noise variance of 25 
图 9. 在噪声方差为 25 的去噪效果对比 

 
Table 2. Comparison of PSNR and SSIM of image denoising results under different noise levels (PSNR unit: dB) 
表 2. 图像在不同噪声水平下的去噪结果的 PSNR 和 SSIM 对比(PSNR 单位：dB) 

测试图像 噪声 输入图像 ATV F0AD H0AD TWFO 

woman 

15 24.96/0.84 31.72/0.99 30.19/0.98 30.46/0.98 31.99/0.99 

20 20.60/0.73 30.12/0.98 28.24/0.96 28.65 0.97 30.16/0.98 

25 18.27/0.67 27.89/0.96 27.12/0.95 27.26/0.95 28.54/0.97 

ultrasonic 

15 23.87/0.89 28.90/0.92 28.75/0.92 29.11/0.92 29.41/0.93 

20 20.23/0.80 26.61/0.90 26.41/0.90 26.88/0.90 27.13/0.91 

25 17.57/0.65 25.33/0.89 25.16/0.89 25.47/0.89 26.08/0.90 
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Continued 

CT 

15 20.52/0.81 26.81/0.88 26.87/0.88 27.06/0.88 27.69/0.89 

20 18.41/0.74 25.82/0.87 25.67/0.87 26.00/0.87 26.55/0.88 

25 15.09/0.63 24.19/0.86 23.72/0.86 24.08/0.86 24.88/0.86 

Einstein 

15 19.44/0.65 26.21/0.74 26.19/0.74 25.76/0.73 26.48/0.74 

20 16.30/0.59 24.43/0.73 24.66/0.73 23.64/0.72 24.67/0.73 

25 14.36/0.53 21.95/0.71 21.70/0.71 21.21/0.71 22.26/0.72 

Barbara 

15 23.68/0.85 29.35/0.94 29.22/0.94 29.19/0.94 30.07/0.95 

20 20.01/0.80 28.27/0.93 28.01/0.93 27.81/0.93 28.63/0.94 

25 17.96/0.77 26.28/0.92 25.74/0.91 26.07/0.92 27.04/0.93 

pepper 

15 19.79/0.63 27.16/0.75 26.78/0.75 25.97/0.74 27.47/0.76 

20 17.53/0.58 25.71/0.74 25.52/0.74 24.72/0.73 26.15/0.75 

25 15.87/0.54 24.09/0.73 24.15/0.73 22.65/0.71 24.84/0.74 

 
3) 局部区域放大的对比结果 
由图 10 和图 11 所示，当噪声方差较小时，本文模型和对比模型均有良好的去噪效果，且 BM3D 处

理后的图片具有一定平滑效果，但结构相似性值偏低，ATV 复原的图像处存在明显的块伪影，HOTV、

FOTV 和 TGV 这 3 种方法复原的图像无法完好保留图像边缘信息；TWFO 模型较好地保留图像边缘或纹

理等细节结构，抑制阶梯效应。 
 

 
HOTV              FOTV               TGV             BM3D 

 

ATV                FOAD             TWSO              本文模型 

Figure 10. Comparison of local amplification area of denoising effect of woman image with 
noise variance of 15 
图 10. 在噪声方差为 15 的 woman 图像去噪效果的局部放大区域对比 
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HOTV             FOTV             TGV              BM3D 

 
ATV               FOAD              TWSO            本文模型 

Figure 11. Comparison of local amplification area of denoising effect of CT image with noise 
variance of 20 
图 11. 在噪声方差为 20 的 CT 图像去噪效果的局部放大区域对比 

 

 
HOTV               FOTV              TGV             BM3D 

 
ATV               FOAD             TWSO           本文模型 

Figure 12. Comparison of local amplification area of denoising effect of pepper image with 
noise variance of 25 
图 12. 在噪声方差为 25 的 pepper 图像去噪效果的局部放大区域对比 

 
由图 12 所示，当噪声方差较大时，其他七种对比模型的 SSIM 值均有显著降低，造成图片中有用信

息基本无法识别，边缘破坏，细节纹理信息模糊。本文模型可以有效提高这一点，在保持良好的去噪效

果，同时最大限度地保留图像信息，以添加高斯噪声方差 25 为例，结果明显优于其他算法。 

4.3. 模型在数据库 Set5 和 Set14 下的去噪效果 

由图 13 相比之下，本文模型在噪声增加的情况下产生了更令人满意的视觉结果，其 PSNR 和 SSIM
在所有情况下都保持最高，因为在 TWFO 中引入张量提供了更丰富的邻域信息，由表 3 可得，本文模型

对应的平均 PSNR 值和 SSIM 值高于其他对比模型，说明了本文模型复原的图像结构细节普遍优于其他
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对比模型，验证了本文模型的有更好的图像复原性能。 
 

Table 3. Comparison of average PSNR value and SSIM value of noise results in Set5 and Set14 databases under Gaussian 
noise with different intensity (PSNR unit: dB) 
表 3. Set5 和 Set14 数据库在含不同强度的高斯噪声下去噪结果的平均 PSNR 值和 SSIM 值对比(PSNR 单位：dB) 

 Set5 Set14 
噪声方差 15 20 25 15 20 25 
输入图像 27.45/0.71 25.26/0.63 23.58/0.58 26.85/0.78 25.12/0.73 23.93/0.70 

HOTV 29.01/0.81 27.85/0.80 26.55/0.79 30.12/0.90 28.65/0.89 27.18/0.87 
FOTV 29.55/0.83 28.18/0.81 27.13/0.80 29.97/0.89 28.20/0.88 26.73/0.86 
TGV 29.27/0.82 28.01/0.80 26.71/0.79 30.01/0.90 28.62/0.89 27.11/0.87 

BM3D 29.84/0.83 28.25/0.81 27.11/0.80 30.45/0.91 28.84/0.89 27.22/0.87 
ATV 29.33/0.82 27.99/0.80 26.47/0.79 30.07/0.90 28.57/0.88 26.91/0.86 

FOAD 29.36/0.82 27.86/0.80 26.25/0.79 30.21/0.90 28.70/0.89 27.04/0.87 
TWSO 29.65/0.83 28.21/0.81 26.87/0.79 30.35/0.91 28.66/0.89 26.94/0.87 
本文 30.18/0.84 28.43/0.82 27.39/0.80 30.72/0.91 29.29/0.89 27.64/0.88 

 

 

 
Figure 13. Quantitative image quality evaluation of Gaussian noise 
removal in Table 3 
图 13. 表 3 中高斯噪声去除的定量图像质量评价 
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5. 结论 

本文提出了一种张量加权分数阶变分模型，利用分数阶的 Jacobian 矩阵形式和一个各向异性张量的

乘积的 Frobenius 范数，提出了一种新的正则化子，使分数阶变分成为一个有效集成方向信息的非线性各

向异性分数阶模型，同时较好地保留了图像的纹理细节、不连续性和结构，平滑区域与 TV 模型不同，

TWFO 模型不存在边缘附近的假边缘，且抑制阶梯效应。 
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