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摘  要 

本文基于Povstenko型分数阶热弹性理论推导出Caputo型时间分数阶热传导方程，应用分离变量法和

Laplace变换法，求解了二维有热源项的时间分数阶热传导方程的非齐次初边值问题，并给出详细的求解

过程。最后通过具体的算例，分析了分数阶阶数α 在不同的初边值条件下对于热传导过程的影响。 
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Abstract 
In this paper, Caputo type time fractional heat conduction equation is derived based on Povstenko 
type fractional thermoelasticity theory. The nonhomogeneous initial boundary value problem of 
two-dimensional time fractional heat conduction equation with heat source term is solved by us-
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ing variable separation method and Laplace transform method, and the detailed solution process 
is given. Finally, through a specific example, the influence of fractional order α  on heat conduc-
tion process under different initial and boundary value conditions is analyzed. 
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1. 引言 

随着分数阶微积分应用范围的增加，很多的专家学者渐渐地加入了分数阶微分方程理论与应用的研

究中，无论对哪一方面，分数阶微分方程的求解都有重要意义，并且相较于数值解而言，方程的精确解

能够全局地反映参数变化时系统的动力学性质的变化。因此，对于分数阶微分方程的精确解和求解方法

的研究就变得十分重要。 
随着社会技术的快速发展，人们提出了许多有效的关于分数阶微分方程的求解方法，例如分离变量

法、格林函数法[1]、Adomian 分解法[2]、同伦分析法[3]以及积分变换法等。Wyss [4]在 1986 年研究了时

间分数阶扩散方程，使用 Mellin 变换得到了含有 Fox 函数形式的解析解。2000 年 Gorenfo [5]在求解时间

分数阶扩散–波动方程的过程中，通过 Laplace 变换得到了含有 Wright 函数形式的尺度不变解。Agrawal 
[6]应用分离变量方法求给出了 Caputo 型分数阶扩散方程在齐次 Dirichlet 边界条件下的 Mittag-Leffler 函
数形式解析解。Huang 和 Liu [7]将时间–空间分数阶扩散方程延伸到时间–空间分数阶对流弥散方程，

再通过积分变换法得到了该方程的解析解。2012 年，Atanacković [8]基于时空 Cattaneo 热传导定律，推

导出 Caputo 型空间分数阶热传导方程，并利用 Laplace 变换和 Fourier 变换得到了解的显式形式。2015
年，Meilanov [9]给出了具有扩散和对流传热机制的分数阶热传导方程的解，并研究探讨了分数阶导数对

温度分布随时间和坐标变化的影响。2019 年，Siedlecka [10]对时间变量采用 Laplace 变换法，对空间变

量使用特征函数级数展开法，求出了有限区域内 Caputo 时间分数阶单相滞后热传导问题的解析解。何松

林[11]等人利用 Laplace 变换法求解出分数阶振子自由振动方程的含有 Mittag-Leffler 函数形式的解析解，

并以此来研究和分析分数振子的运动规律和性质。2021 年，Sylvain [12]使用经典积分变换法求解出了稳

态分数阶平流扩散方程的解析解，并据此来模拟空气污染物在有限介质中的扩散。 
近些年来，人们发现使用了一些很特殊的材料如黏弹性材料、软物质材料、多孔材料等，而这些材

料的热弹性行为与经典的热传导理论不同，所产生的反常传导、反常扩散需要用分数阶微分方程来描述。

近些年来，学者们在经典的热弹性理论的基础上，将分数阶微分算子引入热传导、热弹性力学、黏弹性

力学中进行修正，随后，不同类型的分数阶热弹性理论相继问世，如 Povstenko [13] [14]型分数阶热弹性

理论、Youssef [15]型分数阶热弹性理论以及 Ezzat [16]型分数阶热弹性理论。因此，在这些分数阶热弹性

理论的基础上，如何求解分数阶热传导方程就成为一个重要的研究课题。本文基于 Povstenko 型分数阶热

弹性理论，给出了 Caputo 型时间分数阶热传导方程具体的求解过程。 
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2. 预备知识 

2.1. Caputo 分数阶微分算子 

函数 ( )f t 的α 阶 Caputo 型分数阶导数定义为[17] [18] 
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对连续的函数 ( )f t 且导数 ( )0
C

tD f tλ β+ 存在，则有 

( ) ( ) ( )0 0 0 0, 0C C C
t t tD D f t D f tλ β λ β λ β− −= > >                            (2) 

对函数 ( )f t 的 Caputo 型分数阶导数进行 Laplace 变换 

( ){ } ( ) ( ) ( )
1

1
0

0
; 0 , 1

n
kC k

t
k

D f t s s f t f s n nα α α α
−

− −

=

= − − < ≤   ∑                    (3) 

2.2. Mittag-Leffler 函数 

单参数的 Mittag-Leffler 函数[19] 
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双参数的 Mittag-Leffler 函数 

( ) ( ) ( ),
0

0, 0
k

k

zE z
kα β α β

α β

∞

=

= > >
Γ +∑                            (5) 

双参数 Mittag-Leffler 函数的 Laplace 变换[20] 
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Mittag-Leffler 函数的重要运算公式[21] 
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3. 二维 Caputo 型时间分数阶热传导方程的解析解 

3.1. Caputo 型时间分数阶热传导方程的导出 

Povstenko 提出的分数阶热弹性理论 

( ) ( ) ( )1

0
grad d , 0 1

tkq t Tαα τ τ α
α τ

− ∂
= − − < ≤
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观察 Caputo 型分数阶导数定义，两式作比较，我们可以得到时间分数阶 Fourier 定律 

( )1
0 grad , 0 1C

tq k D Tα α−= − < ≤                             (9) 

根据能量守恒，局部热通量为 

Tq C
t

ρ ∂
−∇ ⋅ =

∂
                                  (10) 

其中，C 是恒压下的比热容， ρ 是密度。 
联立(9)和(10)式 
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∂
　                            (11) 

再根据 Caputo 型分数阶导数的性质，有 
2

0 , 0 1C
tD T c Tα α= ∆ < ≤　                              (12) 

其中 2 kc
Cρ

= ， ∆是 Laplace 算子，称上式为 Caputo 型时间分数阶热传导方程。 

3.2. 二维非齐次分数阶热传导方程的齐次初边值问题 

对于二维齐次边界条件的齐次时间分数阶热传导方程 
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首先，我们应用分离变量法，设 ( ) ( ) ( ), , ,u x y t U x y T t= ，带入上述方程可获得以下两个微分方程 
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再设 ( ) ( ) ( ),U x y X x Y y= ，带入(14)式，分离边界条件，整理得到关于 x 和 y 的两个线性微分方程 
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其中 ,λ µ为分离常数，对于二阶齐次线性微分方程(16)，该问题具有特征值 mβ 和特征函数 ( )mX x ，且在

[ ]2 0,L L 空间中满足下列条件[22] 

( ) ( ) 22
0

d
a

m mX x x X x=∫  

当分离常数 0µ ≥ 时，方程才有解，我们记 ( )2 0µ β β= > ，它的通解为 ( ) sin cosX x C x D xβ β= + ，
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带入边界条件可求得到特征值 mβ 以及相应的特征函数 ( )mX x  
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�                                 (18) 
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再考虑微分方程(17)，当 2 0λ β− ≤ 时，方程没有非平凡解，记 ( )2 2 0γ λ β λ= − > ，得到特征值 nγ 以
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注意 2 2λ γ β= + ，且 ( )nY y 在 [ ]2 0,L L 空间中满足下列条件 
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其中 ( ) ( )0k
mnT 是广义傅里叶系数，由初始条件 ( ) ( ), ,0 ,u x y x yϕ= 确定，因 0 1α< ≤ ，上式中 1j = ， 0k = ，

我们得到 
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再由 Mittag-Leffler 函数的 Laplace 变换公式得 
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因此，我们得到二维齐次边界条件下的齐次时间分数阶热传导方程(13)的解 
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其中
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对于二维齐次边界条件的非齐次时间分数阶热传导方程 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
0 , , , , , , , 0 , 0 , 0, 0 1

, ,0 , , 0 , 0

0, , 0, , , 0, 0 , 0

,0, 0, , , 0, 0 , 0

C
tD u x y t c u x y t F x y t x a y b t

u x y x y x a y b

u y t u a y t y b t

u x t u x b t x a t

α α

ϕ

 = ∆ + < ≤ < ≤ > < ≤


= < ≤ < ≤


= = < ≤ ≥
 = = < ≤ ≥

       (27) 

https://doi.org/10.12677/mos.2022.114091


侯雪，欧志英 
 

 

DOI: 10.12677/mos.2022.114091 992 建模与仿真 
 

它的解可以通过特征函数 ( ) ( )m nX x Y y 来表示，我们设为 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

, , , , 1, 2,mn m n
m n

u x y t v t X x Y y m n
∞ ∞

= =

= =∑∑ �                       (28) 

其中是 ( )mnv t 是关于 t 的待定函数，为了求出 ( )mnv t ，我们以下面形式展开 ( ), ,F x y t ， 
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再由 M-L 函数的 Laplace 变换公式得 
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其中 ( )0mnv 由式(32)确定，
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= ，这就是二维齐次边界条件的非齐次时间分数阶热传导(27)

的解。 

3.3. 二维非齐次分数阶热传导方程的非齐次初边值问题 

对于二维非齐次边界条件的非齐次时间分数阶热传导方程 
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首先，作变量替换 ( ) ( ) ( ), , , , , ,u x y t w x y t v x y t= + ，并选择 ( ), ,w x y t 满足齐次边界条件，我们可得到

两个分数阶微分方程 
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对于方程(37)，其求解过程上一节已经给出，接下来求解方程(38)，设 ( ) ( ) ( ), , , , , ,v x y t K x y t M x y t= + ，

通过变量替换将非齐次边界条件齐次化，并选择 ( ), ,M x y t 在 x 方向满足边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )1 20, , , , , , ,M y t g y t M a y t g y t= =  

可得到 

( ) ( ) ( )1 2, , , ,a x xM x y t g y t g y t
a a
−

= +                           (39) 

将 ( ), ,v x y t 带入方程(38)，整理得 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2
0

1 2

, , , , , ,

, ,0 ,

0, , 0, , , 0

,0, , , , , ,

C
tD K x y t c K x y t F x y t

K x y x y

K y t K a y t

K x t h x t K x b t h x t

α

ϕ

 = ∆ +


=


= =
 = =

�

�

� �

                        (40) 

其中 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

02

1 2

1 1 1 2

2 2 1 2

, ,
, , , ,

, ,0 ,0

, , 0, 0,

, , , ,

C
t

M x y t
F x y t c D M x y t

y
a x xx y g y g y

a a
a x xh x t h x t g t g t

a a
a x xh x t h x t g b t g b t

a a

α

ϕ

 ∂
= −

∂
 −

= − −


− = − −


− = − −

�

�

�

�

 
因 ( ), ,K x y t 在 x 方向满足齐次边界条件，它的解可以通过特征函数 ( ) sinm

mX x
a

=
π
来表示，设为 

( ) ( ) ( )
1

, , ,m m
m

K x y t K y t X x
∞

=

= ∑                              (41) 

其中 ( ) ( )
0

2, , , sin d
a

m
mK y t K x y t x x

a a
π

= ∫ ，同样也可以通过特征函数 ( )mX x 来表示 ( ), ,F x y t� ，即 
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( ) ( ) ( )
1

, , ,m m
m

F x y t F y t X x
∞

=

= ∑�                               (42) 

其中 ( ) ( )
0

2, , , sin d
a

m
mF y t F x y t x x

a a
π

= ∫ � ，将(41)式和(42)式带入方程(40)整理得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2

0 2

0

1 20

,
, , ,

,

, , ,

mC
t m m m

m mt

m m m my y b

K y tmD K y t c K y t F y t
a y

K y t y

K y t h t K y t h t

α

ϕ
=

= =

  ∂ = − + +    ∂    
 =
 = =

π



                (43) 

其中 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

1 1 2 20 0

2 , sin d

2 2, sin d , , sin d

a
m

a a
m m

my x y x x
a a

m mh t h x t x x h t h x t x x
a a a a

ϕ ϕ π

π

 =

 =


π
=

∫

∫ ∫

�

� �

 
可以看出方程(43)是关于 ,y t 非齐次时间分数阶热传导方程非齐次初边值问题，设 

( ) ( ) ( ), , ,m m mK y t P y t Q y t= +                               (44) 

并选择 ( ),mQ y t 满足边界条件 

( ) ( ) ( ) ( )1 20
, , ,m m m my y b

Q y t h t Q y t h t
= =
= =  

容易得到 

( ) ( ) ( )1 2,m m m
b y yQ y t h t h t

b b
−

= +                             (45) 

将 ( ) ( ) ( ), , ,m m mK y t P y t Q y t= + 带入方程(43)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

22
2 2

0 2

0

0

,
, , ,

,

, 0, , 0

mC
t m m m

m mt

m my y b

P y t mD P y t c c P y t F y t
ay

P y t y

P y t P y t

α

ϕ
=

= =

 ∂  = − +  ∂  
 =
 = =

π



�

�                  (46) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2
2

0

1 2

, , , ,

0 0

C
m m m t m

m m m m

mF y t F y t c Q y t D Q y t
a

b y yy y h h
b b

α

ϕ ϕ

  = − −    
− = − +

π



�

�

 

方程(46)的解可以通过特征函数 ( ) sinn
nY x
b

=
π
来表示，设为 

( ) ( ) ( )
1

,m mn n
n

P y t T t Y y
∞

=

= ∑                                 (47) 

( ),mF y t� 同样可以用下面形式展开，即 
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( ) ( ) ( )
1

,m mn n
n

F y t F t Y y
∞

=

= ∑� �                                (48) 

其中 ( ) ( ) ( )
0

2 , d
b

mn m nF t F y t Y y y
b

= ∫� � ，将(47)式和(48)式带入方程(46)整理可得 

( ) ( ) ( )
2 2

2
0
C

t mn mn mn
m nD T t c T t F t
a b

α
  + + =  

π π 
 

   
�                       (49) 

对上式两边使用 Laplace 变换， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 21

1 2

0
0

j
k k

mn mn mn mn
k

m ns T t T s c T t F t
a b

α α
−

− −

=

    − + + =           

π π 
 
   

∑ �             (50) 

记
2 2 2 2

2 2mn
m n

a b
λ +

π π
= ， ( )0mnT 由初始条件 ( ) ( )

0
,m mt

P y t yϕ
=
= � 推出，因 0 1α< ≤ ，上式中 1j = ， 0k = ，

我们得到 

( ) ( )
0

20 sin d
b

mn m
n yT y y

b b
ϕ π

= ∫ �                             (51) 

则式(50)可写为 

( )
( )

( )
1

2 2 0mn
mn mn

mn mn

F t sT t T
s c s c

α

α αλ λ

−  = +   + +

�
                        (52) 

再由 Mittag-Leffler 函数的 Laplace 变换公式得 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
, ,10

d 0
t

mn mn mn mn mnT t t E c t F T E c tα α α
α α ατ λ τ τ τ λ−= − − − + −∫ �            (53) 

从而得到方程(46)的解 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

1

1 2
,0

1

2
,1

,

d

0 sin

m mn n
n

t
mn mn

n

mn mn

P y t T t Y y

t E c t F

n yT E c t
b

α α
α α

α
α

τ λ τ τ τ

λ

∞

=

∞
−

=

=

= − − −

− 
π

+

∑

∑ ∫ �                  (54) 

综上，我们得到方程(36)的解 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , , , ,

, , , , , ,

m m
m

m m m
m

u x y t w x y t v x y t

w x y t K x y t M x y t

w x y t K y t X x M x y t

w x y t P y t Q y t X x M x y t

∞

=

∞

=

= +

= + +

= + +

= + + +  

∑

∑

              (55) 

其中 ( ), ,w x y t 由(35)式给出， ( ), ,M x y t 由(39)式给出， ( ),mP y t 由(54)式给出， ( ),mQ y t 由(45)式给出。 

4. 数值算例 

在二维空间中，考虑一块板状物体，侧面绝缘，且温度自由地扩散到温度为零的介质中去，并假定

初始温度分布为 ( ),x yϕ ，在没有热源，且考虑前一温度历史影响的情况下，观察杆内的温度分布以及变
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化规律。它可用以下模型描述 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2
2

0 2 2

, , , ,
, , , 0 , 0 , 0, 0 1

, ,0 , , 0 , 0

0, , 0, , , 0, 0 , 0

,0, 0, , , 0, 0 , 0

C
t

u x y t u x y t
D u x y t c x a y b t

x y

u x y x y xy x a y b

u y t u a y t y b t

u x t u x b t x a t

α α

ϕ

  ∂ ∂
= + < ≤ < ≤ > < ≤  

∂ ∂   


= = < ≤ < ≤
 = = < ≤ ≥
 = = < ≤ ≥

      (56) 

我们取 ( ),x y xyϕ = ，得到的解析解为 

( ) ( ) 2 2 2 2 2
2

,12 2 2
0 0

4 1
, , sin sin

m n

m n

ab m n m nu x y t E c t x y
a bmn a b

α
α

+ +∞ ∞

= =

 −  
= − +  

   

π π π π
π

∑∑           (57) 

注意到 ( )1,1 ezE z = ，当 1α = 时，上式还可以写成下形式 

( ) ( )
2 2 2 2

2
2 2

2

2
0 0

4 1
, , e sin sin

m nm n c t
a b

m n

ab m nu x y t x y
a bmn

 + +  − +∞ ∞  


π π



= =

− π
π

=
π∑∑                 (58) 

这正是标准二维整数阶热传导方程的解析解，且当 1α = 时，选取初始条件与参考文献[23]中一致时，

解析解的表达式也是一致的。令 0.5c = ， 1a = ， 1b = ，在(57)式中取 1α = ，在同一坐标轴中画出(57)
和(58)的图像，如下 
 

 
Figure 1. When 0.07t = , the temperature distribution in the rod 
图 1. 在 0.07t = 时，杆内温度的分布情况 

 
在函数值处，分数阶解析解(57)是用直线连接的，整数阶解析解(58)是用圆圈表示，从图 1 可以看出

两图形完全重合，这说明本章的求解过程与求出的解析解是正确的。 
图 2 给出了当 1α = 时，杆内温度的变化情况，可以看出两个端点位置温度恒定，在靠近 1x = 端点

处的温度下降的较快，在靠近 0x = 端点处有一小段下降的较为平缓，但总体是下降的。 
图 3 给出了当 0.5, 0.7x y= = 时，杆内温度随时间 t 的变化情况；当 ( ]0,1α ∈ 时，在 0.65t ≤ 时刻之前，

杆内温度随着α 的增加下降的越慢，在 0.65t > 时刻之后，温度随着α 的增加下降的越快；随着时间的

推移，α 越大，前一时刻温度对后一时刻温度变化情况的影响越小。 
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Figure 2. When 0.2y = , the temperature distribution in the rod 
图 2. 在 0.2y = 时，杆内温度的分布情况 

 

 
Figure 3. When 0.5, 0.7x y= = , effect of α  on the temperature in 
the rod at different times 
图 3. 在 0.5, 0.7x y= = 时，α 对不同时刻杆内温度的影响 

 
图 4 给出了温度随位移 x 的变化情况。可以看出，随着 x 的增加，各点温度都是缓慢增大后快速减

小，且随着α 的增大，杆内温度变化幅度的越大；这也说明，α 越小，前一时刻的记忆性越强。 

5. 结论 

本文在对分数阶热传导方程求解方法的研究中，首先基于 Povstenko 型分数阶热弹性理论，推导出

Caputo 型时间分数阶热传导方程，应用分离变量法求解了有热源项的时间分数阶热传导方程的各种初边

值问题。其求解思路是： 
1) 先构造合适的辅助函数，对方程中的两个方向的非齐次边界条件逐步进行齐次化处理，使原方程

转化为齐次边界条件下的定解问题； 
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Figure 4.When 0.5, 0.05y t= = , effect of α  on the temperature in 
the rod 
图 4. 在 0.5, 0.05y t= = 时，α 对杆内温度的影响 

 
2) 再根据分离变量法将方程分解成关于 t 的分数阶微分方程和关于 x 和 y 的整数阶微分方程；对于

整数阶微分方程，依据相应的齐次边界条件求出特征值与特征函数； 
3) 对于分数阶微分方程，若方程中存在热源项，将其解假设为变系数的含特征函数形式，再依据初

始条件由傅里叶变换求出变系数，最后通过 Laplace 变换求出含有 M-L 函数形式的解析解。 
最后通过具体的算例分析了不同α 值对热传导过程的影响，得出结论：随着时间的推移以及α 的增

大，前一时刻温度对后一时刻温度变化情况的影响越小，这也说明，α 越小，前一时刻的记忆性越强。 
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