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摘  要 

研究了一类具有多面体参数不确定性和状态和输入硬约束的Markov跳变系统的基于观测器的有效模型

预测控制问题。考虑到实际应用中系统状态难以获得，该问题的目的是在EMPC框架下设计基于估计状

态的控制器，从而在计算量、初始可行域和控制性能之间取得良好的平衡。通过类Lyapunov函数法、引

入自由加权矩阵和不等式技术，解决了变量间耦合引起的非凸性问题。随后，利用“最小–最大”策略，

建立了一些模态相关的优化问题，以促进EMPC算法的形成，其中反馈增益和观测器增益是离线设计的，

摄动量是通过求解模态相关的在线优化问题得到的。并给出了严格保证EMPC算法可行性和Markov跳变

系统均方稳定性的充分条件。最后，通过算例验证了所提方法的有效性。 
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Abstract 
This paper is concerned with the observer-based efficient model predictive control (EMPC) prob-
lem for a class of Markovian jump systems (MJSs) subject to polytopic parameter uncertainties 
and hard constraints on states and inputs. Considering the difficulty of obtaining the system state 
in the practice, the aim of the proposed problem is to design the estimate state-based controller in 
the framework of EMPC so as to obtain a good balance among the computation burden, the initial 
feasible region and the control performance. By means of the Lyapunov-like function approach, 
the introduction of free weighting matrices and inequality techniques, the non-convexity problem 
caused by couplings between variables is solved. Subsequently, by using the “min-max” strategy, 
some mode-dependent optimizations are established to facilitate the formation of EMPC algorithm, 
where the feedback gain and the observer gain are designed off-line and the perturbation is cal-
culated by solving an online optimization dependent of the mode. Furthermore, sufficient condi-
tions are presented to rigidly guarantee the feasibility of the proposed EMPC algorithm and the 
mean-square stability of the underlying MJSs. Finally, an illustrative example is used to demon-
strate the validity of the proposed methods. 
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1. 引言 

Markov 跳变系统(MJSs) [1] [2]作为一类典型的混杂系统，已广泛应用于遇到如传感器或执行器故障、

环境差异和子系统互连变化等突变的对象。近年来，由于具有广泛的应用前景，Markov 跳变系统的稳定

性分析、状态估计和控制问题得到了广泛的研究和讨论。同时，控制问题作为一个基础研究课题，目前

的主要控制方法有模型预测控制(MPC) [3] [4]、滑动模式控制[5] [6]、自适应控制[7]、模糊控制[8] [9]、
最优控制[10]等。模型预测控制(MPC) [11] [12]作为一种典型的数字控制策略，具有一定的控制优势，在

处理多变量和硬约束控制问题方面具有显著的优势。因此，设计一种更适合 Markov 跳变系统的 MPC 策

略，具有重要的理论意义和应用价值。 
到目前为止，关于 MPC 问题[13] [14] [15] [16]的研究成果较多。具体来说，在线 MPC 策略需要在每

个时刻解决一个优化问题才能获得良好的性能，但由于计算量大，初始可行域小，其应用存在一定的局

限性。相反，对于离线 MPC [17]，虽然控制律是由离线优化问题决定的，可以有效减少在线计算负担，

但保证系统性能的能力较弱，可能在不确定性和环境变化的情况下导致系统不稳定。对于具有多模态之

间跳变特征的 Markov 跳变系统，在线 MPC 和离线 MPC 的上述缺点将进一步加剧。因此，对于 Markov
跳变系统，减少在线计算负担，扩大初始的可行域，获得更好的控制性能是我们急需解决的问题。 

为了解决这一问题，提出了一种有效模型预测控制(EMPC) [18] [19] [20] [21]策略。其主要思想是设

计一个满足约束并能离线稳定系统的固定反馈控制律[22]。然后，引入额外的控制自由度来离线求解一个

增广系统的不变集，并使该不变集在原始状态空间中的投影最大化。更准确地说，该预测控制器的设计
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方法通过引入额外的摄动量来提高自由度，一方面通过扩大状态空间可以扩大初始可行区域；另一方面，

通过增加自由度来优化控制性能；此外，还可以采用“离线到在线”综合来降低在线计算的复杂度。有

效地解决了初始可行域、在线计算和控制性能之间的矛盾。 
EMPC 问题已经引起了特别的关注，学者们对这个研究课题做出了很多努力，更多的细节可以参考

[23] [24] [25] [26]。其中所采用的反馈策略主要是状态反馈。可以看出，状态反馈在各种综合问题中具有

优势。但是，由于状态不易直接测量，或测量设备在经济和实践上受到限制，因此无法实现状态反馈。

为了解决这一问题，可以通过重建系统的状态，用重建的状态替换真实的系统来实现所需的状态反馈。

因此，设计基于观测器的 EMPC 算法[27] [28] [29] [30]是非常有意义的。然而，基于观测器的 EMPC 问

题尚未得到充分的研究，这主要是由于在保证算法的可行性方面存在数学上的困难，以及系统重构带来

的计算复杂度挑战。因此，这自然导致我们为 Markov 跳变系统开发一个基于观测器的 EMPC 策略。 

2. 问题描述 

2.1. 系统模型 

考虑以下系统矩阵中具有多面体不确定性的离散 Markov 跳变系统： 

1 k k

k

k r k r k

k r k

x A x B u

y C x

τ τ
+ = +


=

                                   (1) 

其中， , , yx u nn n
k k kx u y∈ ∈ ∈   和 kr 分别是在 k 时刻的系统状态，控制输入，测量输出和系统模态。 0x 和

0r 分别是初始的系统状态和初始系统模态。 
带有参数不确定的系统矩阵

kr
Aτ 和

kr
Bτ 是属于带有 L 个顶点的多面体集合

kr
Σ ，可描述为 

{ }1 1Co , , , , , .
k k k k k

L L
r r r r r kA B A B r   Σ ∀ ∈                               (2) 

也就是说，对于任意的 0, 1,2, ,l l Lα ≥ =  和 1 1L
ll α

=
=∑ ，我们有 

1
, , .

k k k k

L
l l

r r l r r
l

A B A Bτ τ α
=

   =   ∑                                 (3) 

设 {}( ), , ProbΨ ⋅ 是一个概率空间，Ψ代表样本空间， 是一个标准的 σ-域， {}Prob ⋅ 是定义在 上

的概率测度。假设参数{ }, 0kr ı k= ≥ 表示在有限状态空间 { }1,2, ,m  上的一个齐次 Markov 链，并定

义以下的转移概率： 

{ }1Prob , ,ı k kr r ı ıπ += = = ∀ ∈                               (4) 

其中， ıπ 表示从 ı到 的转移概率并满足 0 1ıπ≤ ≤ 和 ( )
1

1 ,
m

ı ıπ
=

= ∀ ∈∑ 


  。另外，记 ı m m
π

×
 Π    为 Markov

链{ }, 0kr ı k= ≥ 的转移概率矩阵。因此，为了便于表示，我们定义的第 i 个模态 ( )| ,k n kr i i+ = ∈ 的系统矩

阵为 iAτ 和 iBτ 。 
为了更好地反映工程实际，本章考虑了以下对输入和状态的硬约束： 

[ ] { }max , 1,2, ,a k ua
u u a n≤ ∈

                                 (5) 

[ ] { }max , 1,2, ,b k xb
x x b n≤ ∈

                                 (6) 

其中， 0u > 和 0x > 表示已知的向量， [ ] [ ]( )a b
⋅ ⋅ 代表矩阵的第 a 行(第 b 行)或者向量的第 a 个(第 b 个)分

量。 
状态观测器构造为如下形式： 
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( )1 k k k

k

k r k r k r k k

k r k

A B u L y yx x

C xy

τ τ
+ = + + −

=









 



                              (7) 

其中， xn
kx ∈  和 yn

ky ∈  分别是给定初始值 0x 的估计系统状态和估计输出。
kr

L 为观测器的增益，并且

将在主要结论中进行求解。 

2.2. 预测控制方案 

针对离散时间 MJS(1)，在 MPC 框架下构造了一个模态依赖的双模控制器，构造如下： 

[ ]

[ )

| | , 0, 1
|

| ,

,

,
c

c

i k n k k n k i n
k n k

i k n k n

K c n

x
u

K n

x + + −

+
+ ∞

+ ∈=  ∈









                           (8) 

其中， iK (对应于终端约束集)是离线设计的控制器增益， [ ]| , 0, 1ck n k i nc + −∈ 是在线设计的摄动变量，用于微

调由 iK 确定的控制输入，从而扩大初始可行域。注意到，只要系统状态进入终端约束集，则仅由 iK 确定

的容许控制就可以将系统状态作用到平衡点。 

2.3. 关注的问题 

在证明之前，首先提供一些必要的定义，以取得以后的结论。 
定义 1 [31]：如果对于任何初始条件 ( )0x 和初始模态 0r ∈有 ( ){ }2

lim 0
k

x k
→∞

= 成立，那么在控制

律(8)作用下的 MJSs(1)是均方稳定的。 
定义 2 [1]：如果系统状态 ( )x k 属于Ω ，并且任何时刻 t k> 的系统状态在容许控制输入 ( )u k 下也属

于Ω ，则该集合Ω 称为控制不变集。 
本文的主要目的是针对受多面体不确定性和硬约束影响的 MJSs(1)，设计一种模态依赖的双模控制器。

具体来说，我们感兴趣的是找到反馈增益 iK 和摄动变量，以便使得系统(1)在 EMPC 框架下均方稳定。 

3. 主要结论 

在本节中，我们的目的是根据 MJSs(1)的 EMPC 策略设计一组理想的控制器。首先，建立目标函数

及其相应的优化，得到反馈增益 iK 和摄动变量 ,k ic 。然后，给出了保证系统是均方稳定的充分条件。通

过较小的计算量可以得到足够大的初始可行域。 

3.1. 求解终端约束集 

在终端约束集中，构造了一个无摄动变量的模态依赖控制器如下： 
*

| | , .k n k i k n kxu K i+ += ∈                                   (9) 

记(1)，(7)，(9)，定义估计误差为 k k ke x x= −  和令
TT T k k kx xξ  =  



，该增广的预测模型可以构造为 

1| | ,k n k i k n k
τξ ξ+ + +=                                  (10) 

其中， 

.i i i
i

i i i i i i i

A B K
L C A B K L C

τ τ
τ

τ τ

 
=  

+ − 
  

针对受多面体不确定性影响的预测模型(10)，在每次时刻 0k ≥ 时，制定了以下无穷时域上的“最坏

情况”代价函数的最小化问题来设计控制器： 
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, , ,

min max
K ii A B iii i

kJ
τ τ∈  ∈Σ ∈  

∞

 

                                (11) 

其中， ( )22 *
| |

0
k k n k k n kQ Rn

J uξ
∞

∞
+ +

=

 + 
 
∑  ； { }1 2diag ,Q Q Q 和 R 是对称正定加权矩阵； |k n kξ + 表示基于 k 时

刻的已知的值对将来 k n+ 时刻的预测值，特殊地， |k k kξ ξ 。 

提出了一个具有硬约束的离线优化问题来确定控制器参数： 

, , ,

OP1: min max
K ii A B iii i

kJ
τ τ∈  ∈Σ ∈  

∞

 

 

{ }

{ }

( ){ } ( )

*
|

|

22 *
| | |

max , 1,2, ,

s.t. max , 1,2, ,

,

a k n k ua

b k n k xb

k n k k n k k n kQ R

u u a n

x x b n

V i uξ ξ

+

+

+ + +

   ≤ ∈  
   ≤ ∈  

 ∆ < − +










                        (12) 

其中， ( ){ } ( ) ( ){ }| | 1| |, , ,k n k k n k k n k k n kV i V r V iξ ξ ξ+ + + + +∆ = −  ， ( )| ,k n kV iξ + 是一个类 Lyapunov 的函数。 
为了处理在系统(1)的终端约束集中起重心作用的终端代价函数条件(12)，我们引入了以下引理，这

是推导主要结果所必需的。 
接下来，我们将尝试寻找保证终端约束集的充分条件。在进行之前，我们将引入一个辅助矩阵和一

个自由矩阵，用于后续的分析。具体来说，将辅助矩阵 iT 定义为 

( ) 1T T ,i i i i iT C C C C
− ⊥ 

  
                                 (13) 

其中， iC 与(1)中定义的相同，而 iC⊥代表 iC 的零空间的正交基。引入的自由矩阵为 

11

22

0
,

0
S

S
S

 
=  
 

                                    (14) 

其中， 11S 和 22S 分别为对角矩阵和具有适当维数的任意矩阵。 
引理 1：给定对称矩阵 Q 和 R。如果对于任意的 i∀ ∈ 和 1,2, ,l L=  ，存在正定矩阵

{ }1 2diag ,i i iW W W ，正数 γ 和实矩阵 , iS K


和 iL


，满足以下不等式： 

1 1

* * * *

* * *

0,
0 0 *
0 0 *
0 0 0

i

l
i i

l
im i m

i

i

W

W

W
Q Q

RK R

π

π
γ

γ

 −
 

− 
 
  ≤
 −
 

− 
 − 









     
















                        (15) 

其中， iT 和 S 的定义分别在(13)和(14)，并且 

( )
( )

T
1

T
2

0
,

0
i i i

i

i i i

T S T S W
W

T S T S W

 + −
 =
 + − 



 

,
l l

l i i i i
i l l

i i i i i i

A T S B
L A T S B L

K
K

 
=  

+ − 





  

1

2

0
,

0
i

i
i

Q T S
Q

Q T S
 

=  
 


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,0 0 ,i i i iL L K K   = =   
   

 

那么对于任意的 i∀ ∈和 1,2, ,l L=  ，(12)式成立。此外，模态依赖的控制增益(9)和观测器增益(7)
为 

( ) 1 1
11, .i i i i iK K T S L L S− −= =

 

                               (16) 

证明：选择一个类 Lyapunov 函数，如下： 

( ) T
| | |, , .k n k k n k i k n kV i P iξ ξ ξ+ + += ∈                              (17) 

其中， { }1 2diag ,i i iP P P 是需要确定的对称正定矩阵。 
根据(4)和 ( )1||

1
k n k

m

k n k r ij j
j

P Pπ
+ ++

=

= ∑ ，计算预测系统模型(10)的(17)式的差分，并对结果进行取期望，我

们可以得到 

( ){ } { }
( )

( ) ( )

( )

1|

1|

T T
| | | 1| 1| | |

T T
1| | 1| | |

T T
| | | |

1

TT
| |

1

,
k n k

k n k

k n k k n k k n k k n k r k n k k n k i k n k

k n k k n k r k n k k n k i k n k

m

i k n k ij j i k n k k n k i k n k
j

m

k n k ij i j i i k n k
j

V i P P

P P

P P

P P

τ τ

τ τ

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ π ξ ξ ξ

ξ π ξ

+ +

+ +

+ + + + + + + + +

+ + + + + + +

+ + + +
=

+ +
=

∆ = −

= −

= −

 
= − 

 

∑

∑

 



 

  .

               (18) 

我们可以很容易地得到以下等式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )T T T1 1
1 1 1 1 1 0,i i i i i i i i i i iT S W T S T S T S W T S W W T S W− −− + + − = − − − ≤              (19) 

和 

( ) ( )( ) ( ) ( )T T T1 1
2 2 2 2 2 0.i i i i i i i i i i iT S W T S T S T S W T S W W T S W− −− + + − = − − − ≤              (20) 

根据矩阵 1 2,0 0i iW W> > ，可以得到以下不等式： 

( ) ( )( )T T1
1 1 ,i i i i i iT S W T S T S T S W−− ≤ − + −                            (21) 

( ) ( )( )T T1
2 2 .i i i i i iT S W T S T S T S W−− ≤ − + −                            (22) 

将(21)和(22)代入(15)，得到 

1 1

* * * *

* * *

0,
0 0 *
0 0 *
0 0 0

i

l
i i

l
im i m

i

i

W

W

W
Q Q

RK R

π

π
γ

γ

 −
 

− 
 
  ≤
 −
 

− 
 − 









     
















                         (23) 

其中， 

( )
( )

T 1
1

T 1
2

0
.

0
i i i

i

i i i

T S W T S
W

T S W T S

−

−

 
 =
  

  
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根据(16)，定义 { }diag ,i i iZ T S T S= ，对(23)式左乘右乘 1
iZ − 和其转置，我们可以得到 

1

1 1

* * * *

* * *

0,
0 0 *
0 0 *
0 0 0

i

l
i i

l
im i m

i

W

W

W
Q Q

RK R

π

π
γ

γ

− −
 

− 
 
  ≤
 −
 

− 
 − 





     












                       (24) 

其中， [ ]0i iK K

 。 
由于增广的预测模型(10)是多面体不确定的，i.e.不等式(24)是映射 iΣ 在中的，(24)是成立的当且仅当 

1

1 1

* * * *

* * *

0.
0 0 *
0 0 *
0 0 0

i

i i

im i m

i

W

W

W
Q Q

RK R

τ

τ

π

π
γ

γ

− −
 

− 
 
  ≤
 −
 

− 
 − 





     












                       (25) 

利用 Schur 补引理，很容易得到不等式(25)成立，当且仅当以下不等式成立 

( )T1 1 1 1 T

1
0.

m

i ij i j i i i
j

W W Q K RKτ τπ γ γ− − − −

=

− + + + ≤∑                         (26) 

定义 1
i iP Wγ −= ，将(26)的两边都乘以 γ ，我们有 

( )T T

1
0.

m

i ij i j i i i
j

P P Q K RKτ τπ
=

− + + + ≤∑                             (27) 

将(27)的左乘右乘 T
|k n kξ + 及其转置，得到 

( )TT T
| | | |

1

T T T
| | | | 0.

m

k n k i k n k k n k ij i j i k n k
j

k n k k n k k n k i i k n k

P P

Q K RK

τ τξ ξ ξ π ξ

ξ ξ ξ ξ

+ + + +
=

+ + + +

− +

+ + ≤

∑
 

 
                        (28) 

因此，在(18)、(28)和 [ ]0i iK K

 的帮助下，我们有 

{ }
[ ] [ ]

1|

T T
| 1| 1| | |

TT T
| | | |

2 2
| |

0 0

,

k n kk n k k n k r k n k k n k i k n k

k n k k n k k n k i i k n k

k n k k n kQ R

P P

Q K R K

u

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ

+ ++ + + + + + +

+ + + +

+ +

−

≤ +

= +



                       (29) 

这意味着(12)成立。这个证明现在已经完成了。 
在本小节中，由于目标函数是在无穷时域上考虑的，因此直接解决“最小–最大”问题 OP1 在技术

上仍然是很困难。因此，有必要提出一个可解性的辅助问题。 
考虑到最小化问题的性质，目标函数 kJ ∞ 应该是有界的，我们必须有 | 0kξ∞ = ，因此必须有 ( )| 0kV ξ∞ = 。

对(12)的两边从 0n = 到∞取和，并利用 ( )| 0kV ξ∞ = ，我们有 

( ) T .
kk k k r kJ V Pξ ξ ξ∞ ≤ =                                 (30) 
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定义一个集合如下： 

{ }T
, | | | .i k n k k n k i k n kPξ ξ ξ ξ γ+ + +Γ = ≤                               (31) 

根据(12)，可以证明 ,iξΓ 是一个控制不变集。如果满足 | ,k n k iξξ + ∈Γ ，则我们有 

( ) T ,
kk k k r kJ V Pξ ξ ξ γ∞ ≤ = ≤                               (32) 

这为 OP1 提供了性能目标的一个上界。 
根据 Schur 补技术并令 1

i iP Wγ −= ，控制不变集条件，i.e.， ,k iξξ ∈Γ 成立当且仅当 

|

1 *
0.

k n k iWξ +

− 
≤ − 

                                  (33) 

到目前为止，如果终端代价函数条件(15)、控制不变集条件(33)和硬约束(5)~(6)同时得到满足，则由

(31)定义的 ,iξΓ 是一个终端约束集。特别是，如果系统状态在 ,iξΓ 内，则只需要满足条件(15)，(5)和(6)。 
在接下来的内容中，让我们来处理输入(5)和状态(6)的硬约束。 
引理 2：给定向量 u和 x。对于带有硬约束的闭环系统(10)，如果对于 i∀ ∈，存在对称正定矩阵

, , iU X W ，实矩阵 , iS K


，使得下面的条件成立： 

*
0,T

i i

U
K W
− 

≤ − 
                                    (34) 

[ ] { }2 , 1,2, , ,uaaU u a n≤ ∈
                               (35) 

[ ]TT

*
0,

0i i

X

W I W

− 
≤ 

−  
                               (36) 

[ ] { }2 , 1,2, , ,xbbX x b n≤ ∈
                               (37) 

其中，在引理 1 中定义了 iK


和 iW


，表示矩阵“ ⋅”的第 a 个(第 b 个)对角元素，那么硬约束(5)和(6)被满

足。 
证明：根据 Schur 补引理和不等式 ( ) ( )T T1

1 1i i i i i iT S W T S T S T S W− ≥ + − 和 ( ) ( )T T1
2 2i i i i i iT S W T S T S T S W− ≥ + − ，

从(34)式可以得到 
1 T .i i i i iK Z W Z K U− − ≤

 

                                 (38) 

其中， { }diag ,i i iZ T S T S= 。 
借助(16)和(24)中定义的 [ ]0i iK K

 ，可以从(38)中得到 
T .i i iK W K U≤                                     (39) 

根据(35)，(39)和 Cauchy-Schwarz 不等式，它可以从(5)推导出 
2 21 1 1 122* 2 2 2 2

| | | |

21
T T T 22 ,

k n k i k n k i i i k n k a i i i k n kaa
a

a i i a i i i a a a

u K K W W e K W W

e K W e K W K e e Ue u

ξ ξ ξ
− −

+ + + +


  = = = 

≤


    

≤



= ≤


  

  



             (40) 

其中， ae 是 un 阶单位矩阵的第 a 行。 
同理，在(36)~(37)的帮助下，解决(6)所描述的状态约束 
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[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

21 12 2
2 2

| | |

21 2T T 22

0 0

0 0 0 ,

k n k k n k b i i k n kb b

b i b i b

x I e I W W

e I W e I W I e x

ξ ξ
−

+ + +   = =   

≤ = ≤ 

                 (41) 

其中， be 是 xn 阶单位矩阵的第 b 行。这就完成了证明。 
现在，我们准备提出一个辅助优化问题来解决关于终端约束的观测器增益 iL ，控制器增益 iK ，如下 

, , , , , 1,2, ,
OP2: min

i i iW U X K L i m
γ

= 

 

s.t.(15)，(34)~(37)。 

3.2. 求解初始可行域 

在本节中，我们将通过一个“离线”到“在线”的综合方法，提供一个摄动变量的设计方案。 
接下来，我们首先构造一个合适的优化问题来得到足够大的初始可行域。令

TT T T
, , 1, 1,     

ck i k i k i k n if c c c+ + − =  

并且记
TT T

,  x u cn n n
k k k ifψ ξ + = ∈   ，带有控制器(8)的增广预测系统表述如下： 

[ ]
{ }

{ }

1| |

1| |

|

|

0

max , 1,2, ,

max , 1,2, ,

,

,
k n k i k n k

k n k i k n k

a k n k ua

b k n k xb

u K

u u a n

x x b n

τψ ψ

ψ
+ + +

+ + +

+

+

 =


= Φ

   ≤ ∈ 


  ≤ ∈  

A







                           (42) 

其中， 

[ ]

0 0

, ,
0 0

0 0
0 0 0

0 0 .

i i i i

i i i i i i i i i

I
A B K B

L C A B K L C B
I

I

τ τ τ

τ τ τ τ

  Φ     = + − Φ ϒ =    Υ     
Φ =

A



   







 

因此，为了保证递推的可行性，增广系统(42)的初始可行域需要是一个控制不变集。 
定义一个集合如下： 

{ }T 1
, | | | 1 ,i k n k k n k i k n kψ ψ ψ ψ−+ + +Γ = ≤P                            (43) 

其中， iP 是对称正定矩阵。为方便后续的表示，以一种符合ψ 分区的方式来对 1
i
−P 进行分块，i.e.，

11 12
1

21 22
i i

i
i i

−  
=  
 

P P
P

P P
和

( ) ( )

( ) ( )

1 2
11

3 4
i i

i
i i

 
=  
  

P P
P

P P
。那么，下面提供了保证 ,iψΓ 为正不变集的充分条件。 

引理 3：给定由 OP2 得出的模态依赖的矩阵 iK 和 iL ，对于带有硬约束的增广系统(42)，集合 ,iψΓ 是

正定不变集，如果对于任意的 i∈和 1,2, ,l L=  ，存在矩阵 iP 满足下列条件 

1 1

* *

*
0,

0

i

l
i i i

l
im i i m

π

π

− 
 

−  ≤ 
 
 − 

P

A P P

A P P





   



                            (44) 
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[ ] [ ] { }T 20 0 , 1,2, , ,i i i ua a
K K u a nΦ Φ ≤ ∈P 

                       (45) 

[ ] [ ] { }T 20 0 0 0 , 1,2, , ,i xb b
I I x b n≤ ∈P 

                        (46) 

其中， 

.
0 0

l l l
i i i i

l l l l
i i i i i i i i i

A B K B
L C A B K L C B
 Φ
 

= + − Φ 
 Υ 

A  

证明：对(42)式左乘右乘 { }1diag , , ,i I I−P  和它的转置，得到 
1

1 1

* *

*
0.

0

i

l
i i

l
im i m

π

π

− −
 

−  ≤ 
 
 − 

P

A P

A P





   



                             (47) 

根据凸多面体集的性质和 Schur 补引理，从(47)式可以得出 

( )T 1 1

1
0.

m

ij i j i i
j

τ τπ − −

=

− ≤∑ A P A P                               (48) 

根据定义 2，如果不等式(48)成立，则集合 ,iψΓ 是一个不变集。此外，不等式(45)和(46)保证了对输入

和状态的硬约束。 
根据(45)和 Cauchy Schwarz 不等式，可以从(5)推导出 

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

2
1 12 2
2 2

| | |

2 21 1 1
2 2 2

|

T T 2

0 0

0 0

0 0 ,

k n k i k n k i i i k n ka a
a

a i i i k n k a i i

a i i i a

u K K

e K e K

e K K e u

ψ ψ

ψ

−

+ + +

−

+

 
   = Φ = Φ    

 

= Φ ≤ Φ

= Φ Φ ≤

P P

P P P

P 

                (49) 

其中， ae 是 un 阶单位矩阵的第 a 行。 
类似地，在(46)的帮助下，解决(6)所描述的状态硬约束 

[ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

21 12 2
2 2

| | |

21 2T T 22

0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ,

k n k k n k b i i k n kb b

b i b i b

x I e I

e I e I I e x

ψ ψ
−

+ + +   = =   

≤ = ≤

P P

P P 

              (50) 

其中， be 是 xn 阶单位矩阵的第 b 行。这就完成了证明。 
为了表示扩大的ξ -不变集的一般形式，ψ -不变集在ξ -空间上的投影为 ,iξψΓ 。令 [ ]0H I= ，我们有

Hξ ψ= 。不等式(43)可计算为 
T0 * 0

0.
0 0

i
T

H H
I I Iψ

−     
≤    −     

P
                             (51) 

定义一个集合如下： 
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( ){ }1T T
, | | | 1 .i k n k k n k i k n kH Hξψ ψ ψ ψ

−

+ + +Γ = ≤P                          (52) 

根据(51)式，当对于预测模型(42)的集合 ,iψΓ 是的控制不变集时，对于模型(10)的集合 ,iξψΓ 是控制不

变集。通过以下优化问题，得到了一个相当大的初始可行域 ,iξψΓ 。 

( )
, 1,2, ,

1T: min log det
i mi

iH H
=

−

P
P



OP3  

s.t.(44)~(46)。 

3.3. 求解摄动量 

本小节提出了一种有效的 MPC 算法。利用 ,k if 中的自由度来优化系统的性能。给定了 OP2 中设计的

iK 的最优性， ,k if 可以被认为是对控制律 *
k i ku K x= 

的一个摄动。因此，建立了以下与 ,k if 相关的优化问

题：1) 保证 ,iξψξ ∈Γ ；2) 确保(10)式的预测轨迹达到但不超过约束所施加的限制；3) 利用可用的设计自

由度来获得最优的预测性能。 
根据 Schur 补，约束条件 T 1 1k i kψ ψ− ≤P 可以表示为 

1 *
0.

k iψ
− 

≤ − P
                                   (53) 

很容易发现，由于 kx 是不可测量的，条件(53)是不可解的。在接下来的内容中，我们将尝试找到具

有可解性的充分条件来保证(53)。 
引理 4：假设初始状态属于一个已知的椭球集，i.e.， { }T

0 1k k kx x x Sx τ∈ ≤ ，其中 ( )1
i S<P 是一个已知

的矩阵， 1τ 是一个已知的正数。如果满足条件(44)、(45)、(46)，同时对于任意的 , , 1,2, ,i j l L∈ =  ，

存在对称正定矩阵 ( ) ( )4 4ˆ ˆ, , ,i i j jP P P P 和正数 2τ ，使得 

( ) ( )
2

4 4

*
0,

i k ix

τ 
≥ 

  P P

                                 (54) 

( ) ( )4 4ˆ ˆ, ,i j j i≤ ≤P P P P                                 (55) 

1 2
22 22

,

0.5 2 2 *
0,

i k i if
τ τ− − 

≥ 
 P P

                             (56) 

1 *
0,ˆ

i

l
i i

− −
≤ 

−  

P

A P
                                (57) 

( ) [ ] ( )

1
2

4 4

*
0,ˆ ˆ0 0

i

l
i i iI

τ − −
≤ 

−  

P

P A P
                            (58) 

其中， l
iA 的定义在引理 3 中，那么条件(53)总能被保证。 

证明：让我们分两个步骤进行证明。 
1) 在时刻 0k = 。基于 { }T

0 1k k kx x x Sx τ∈ ≤ 的假设，我们有 ( )
0

1T
0 0 1rx x τ≤P 。 

根据 Schur 补引理，从(54)式可以得到 
( )4T

2.
kk krx x τ≤P                                    (59) 

根据
11 12

1
21 22 0i i

i
i i

−  
= ≥ 
 

P P
P

P P
，我们有 
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( ) ( )T 112 22 21 11.i i i i

−
≤P P P P                                (60) 

在(54)和(55)的帮助下，对(60)左乘右乘 T
kξ 和它的转置，得出 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T 1 1 2 4T 12 22 21 T 11 T T T

1 4T T
1 2

2

2 2 ,

k i i i k k i k k i k k i k k i k

k i k k i k

x x x

x x

x x x

x x

ξ ξ ξ ξ

τ τ

−
≤ = + +

≤ + ≤ +

P P P P P P P

P P

  

 

             (61) 

其中 ( ) ( ) ( )2 1 4T T T2 k i k k i k k i kx xx x xx≤ +P P P  

，是通过
( ) ( )

( ) ( )

T 1 2

3 4
0k i i k

k ki i

x
x x

x −   
≤    

 −    

P P

P P
 

得到的。 

我们可以很容易地得到以下不等式： 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

T1 122 12 22 22 12
, ,

T 1 TT 22 T 12 22 12 12 12
, , , , 0,

k i i i k i k i i i k

T T
k i i k i k i i i k k i k i k i i k

f f

f f f f

ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

− −

−

   − −      

= + − − ≥

P P P P P

P P P P P P
             (62) 

根据(62)，我们可以得到 

( ) ( ) ( )T T 112 T 12 22 T 12 22 12
, , , ,T T

k i k i k i i k k i i k k i i i kf f f fξ ξ ξ ξ
−

+ ≤ +P P P P P P                 (63) 

并且根据 Schur 补引理，从(56)式可以得到 
T 22

1 20.5 2 2 .k i kf f τ τ≤ − −P                                 (64) 

结合(54)、(59)、(61)、(62)、(64)，可以明显得到 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2 4T 1 T T T T 12 T 22
, , ,

T 11 4T T T 12 22 12 T 22
, ,

1 4T T T 22 T 11
, ,

1 2 1 2 1 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 0.5 2 2 2 2

kk r k k i k k i k k i k k i k i k i i k i

k i k k i k k i i i k k i i k i

k i k k i k k i i k i k i k

x x x f fx x x

x x

x x

f

x x f f

x x f f

ψ ψ ξ

ξ ξ

ξ ξ

τ τ τ τ τ τ

−

−

= + + + +

≤ + + +

≤ + + +

≤ + + − − + +

P P P P P P

P P P P P P

P P P P

  

 

 

1.≤

             (65) 

根据(65)，我们可以得到 

0

T 1
0 0 1.rψ ψ− ≤P                                     (66) 

因此，保证在 0k = 时条件(53)成立。 
2) 在 1k = 时刻。利用 Schur 补引理，我们可以从(57)式得出 

( )0 0 0 0

T 1 1ˆ 0.r r r r
τ τ− −− ≤A P A P                                (67) 

对(67)式左乘右乘 T
0ψ 和它的转置，得到 

( )0 0 0 0

T 1 T 1
0 0 0 0

ˆ .r r r r
τ τψ ψ ψ ψ− −≤A P A P                             (68) 

(68)式意味着
0 0

T 1 T 1
1 1 0 0

ˆ 1r rψ ψ ψ ψ− −≤ ≤P P 。从条件(55)，我们可以根据
1 0

1 1ˆ
r r
− −≤P P ，得到

0 1r̂ r≤P P 。因此，

有
1

T 1
1 1 1rψ ψ− ≤P 成立。 
同样地，可以从(58)中得到 

[ ]( ) ( ) [ ]( )T 41
2

ˆ0 0 0 0 0.l l
i i i iI Iτ −− + ≤P A P A                     (69) 

对(69)左乘右乘 T
0ψ 和它的转置，得到 

[ ]( ) ( ) [ ]( )T 4T 1 T
2 0 0 0 0

ˆ0 0 0 0 0l l
i i i iI Iτ ψ ψ ψ ψ−− + ≤P A P A                 (70) 
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(70)式意味着 ( )
0

4T T 1
1 1 2 0 0 2

ˆ
irx x τ ψ ψ τ−≤ ≤P P 

。从条件(55)，我们有 ( ) ( )
1 0

4 4ˆ
r r≤P P ，因此， ( )

1

4T
1 1 2rx x τ≤P 

成立，

也就是说，在 1k = 时刻保证条件(54)成立。 
这个过程可以递推到无穷。因此，(53)的初始和递推的可行性可以通过(54)~(58)来保证。这样就完成

了证明。 

,

T
, ,, 1,2, ,

: min
k i

k i k if i m
f f

= 

OP4  

s.t.(54)~(58)。 
这样，通过求解 OP4，得到了最优的 ,k if 。然后，将第一个元素 ,k ic 代入到(8)，得到当前的控制输入

ku 并作用于系统。随后，进入下一个采样时刻。 

3.4. 可行性与稳定性 

在本节中，在 0k = 时刻优化问题是可解的前提条件下，以下定理保证了 EMPC 算法在 0k > 时刻的

可解性，并建立了闭环系统的均方稳定性。 
定理 1：对于给定的 ,i iK L 和 iP ，如果初始状态 0ψ 和初始模态 0r 的 OP4 在 k 时刻有可行解，则在任

意 t k≥ 时刻也存在可行解，EMPC 控制器在均方意义上使闭环系统稳定。 
证明：证明过程将从以下两个方面进行。 
1) 递推可行性： 
对于 OP4，值得注意的是，只有条件(53)依赖于当前的系统状态。从这个意义上说，为了确保 OP4

的可行性，我们只需要证明如果 OP4 在 t k> 时刻是可行的，那么 T 1
kk r kψ ψ ≤P 式在未来的任何 t k> 时刻都

是可行的，这意味着存在 , kk rf ，使得 T 1
kk r kψ ψ ≤P 。从(42)中可以很容易地得到以下关系： 

| , 1k n k n k n nψ ψ+ + += ≥                                  (71) 

1| .
kk k r k
τψ ψ+ = A                                    (72) 

因此，对于某个
k k kr r rA Bτ τ ∈Σ ，我们有 

1 .
kk r k
τψ ψ+ = A                                     (73) 

根据控制不变集的性质，我们可以很容易地得到 

{ }1

T T
1| 1| 1.

k kk k k r k k k r kψ ψ ψ ψ
++ + < <P P                             (74) 

通过利用(72)~(73)和 ( ) { }
1

1
, 1,2, ,

k

m

k r ij j
j

i mπ
+

=

∀= ∈∑P P  ，从(74)中很容易获得以下条件： 

{ }1

T
1 1 1.

kk k r kψ ψ
++ + <P                                   (75) 

因此，(53)在 1k + 时刻是可行的。我们可以将这个过程递推到未来任何时刻 2, 3,k k+ + 。那么，优

化问题 OP4 是可以递推求解的。证明完成。 
2) 均方稳定性： 
选择二次函数 ( ) T

k k i kV Pξ ξ ξ= ，其中 iP 是通过求解 OP2 得到的。首先，定义 *
iP 和 *

jP 分别是 k 和 1k +
时刻的最优解。根据可行性的性质，我们一定有 

{ }T T *
1| 1| ,k k k j k k k i kP Pξ ξ ξ ξ+ + <                                   (76) 

其中，没有带着角标“*”的 jP 表示可行解。 
接下来，根据最优解的性质，我们有 
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{ } { }T * T
1 1 1| 1| .k k j k k k k j k kP Pξ ξ ξ ξ+ + + +<                           (77) 

由于在 1k + 时刻的状态，即，对某个 ,i i iA Bτ τ ∈Σ  ， 1|k k i k
τξ ξ+ = 。此外，结合(76)和(77)，我们可以

得到 

{ }T * T *
1 1 .k k j k k i kP Pξ ξ ξ ξ+ + <                             (78) 

因此， ( )kV ξ 的期望是一个严格递减的二次函数。因此，我们可以得出结论，当 k →∞时，在均方

意义上 0kξ → 。这个证明完成了。 

4. 仿真算例 

为了处理优化问题中的耦合，我们提出了在给定初始模态下的 EMPC 的离线部分和在线部分算法(表
1)。 

 
Table 1. Algorithm 
表 1. 算法 

离线部分： 

第 1 步：在初始时刻 0k ，通过求解优化问题 OP2，设计控制器反馈增益
0kr

K ，观测器增益
0kr

L 使 MJSs 稳定。 

第 2 步：在得到
0kr

K 和
0kr

L 后，通过求解优化问题 OP3，计算出
0kr

P ，得到最大的初始可行域。如果初始系统状

态满足
0 0, kk rψψ ∈Γ ，则转到在线计算部分。否则，增加 cn ，重复离线设计

0kr
P 。 

在线部分： 

第 1 步：在每个 k 时间，如果 0 1ck k n> + − ，使得 , 0
kk rc = ，并通过(8)获得控制输入 ku 。否则，通过求解优化问

题 OP4 来确定 , kk rf 。 

第 2 步：使用(8)中的第一个分量 , kk rc 和
kr

K 来获得控制输入。将控制输入作用在系统上，并设置 1k k= + ，并返

回第 1 步。 

 
在本节中，提出了在经济动态系统的实际应用，以证明我们提出的 EMPC 算法的有效性。考虑以下

乘数加速器宏观经济体系[32]： 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 1

,

c

p

k k k k

k k k

k k k k k

ϕ

φ
+

 = − − −
 = − −
 = + + ∈ 

  

 

   

                          (79) 

其中， ( ) ( ) ( ), ,k k k   和 ( )k 是消费支出，国民收入，私人工资和政府支出。 ( )c kϕ 是边际储蓄倾向，

( )p kφ 为加速系数。由于经济周期的存在，Markov 链{ }kr 将当前经济状况分为两个阶段：快速增长阶段

( )1i = 和缓慢增长阶段 ( )2i =  [32]。根据加速度原理，在模态 1i = ，有 ( ) 0.84 1.3cosp k kφ π= + ，

( ) 0.73 0.65cosc k kϕ π= + ，而在模态 2i = ，有 ( ) 0.9 1.3cosp k kφ π= + ， ( ) 0.54 0.65cosc k kϕ π= + 。类似

于文献中方法[32]，我们通过令 ( ) ( ) ( )( )T
1x k k k= −  和 ( ) ( )u k k=  ，将系统动力学(79)转化为状态空

间模型(1)。 
在现实中，政府不仅需要通过政府购买来调控国民经济，还需要通过其他无形的手段进行宏观调控。

从本质上讲，它是调整经济周期的持续时间，所以这个问题可以在所提出的协同设计策略下得到解决。

所研究系统的参数见表 2。为了实现算法的目标，给出了初始值 [ ] [ ]T T
0 0 02,2 0 1 , 1, ,x x r= = =

。加权矩阵是

1 21, 0.1 ,  100R Q I Q I= = = 。状态和控制输入的上界设计为 6,  6u x= =  。 
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Table 2. Parameters of the macroeconomic system 
表 2. 宏观经济体系的参数 

参数 
操作模态 

1i = (快速增长) 2i = (慢速增长) 

kr
Aτ 的顶点 

0 1 0 1
,

1.38 0.24 1.19 0.19
   
   − −   

 
0 1 0 1

,
0.08 1.54 0.11 1.49

   
   − −   

 

kr
Bτ 的顶点 

0 0
,

0.50 0.50
   
   
   

 
0 0

,
1 1
   
   
   

 

kr
C  1 0

0.10 0.50
 
 
 

 
1 0

0.10 1.50
 
 
 

 

 
转移概率矩阵的定义如下： 

0.30 0.70
.

0.55 0.45
 

Π =  
 

 

应用引理 1 和引理 2，通过求解 OP2 可以得到模态依赖的控制器增益和观测器增益： 

[ ] [ ]

1 2

1 2

0.0629 0.0013 0.0134 0.1844
,  ,

0.2382 0.0123 0.0013 0.0204

2.0220 0.0362 ,  0.0559 1.2747 .

L L

K K

−   
= =   − −   
= − = −

 

为了确保 0 ,ix ψ∈Γ ，我们设定了 8cn = 。通过求解 OP3，我们可以使初始可行域 ,iψΓ 最大化。由图

1 可知，初始可行域明显扩大了。 
 

 
Figure 1. Comparison of the feasible region 
图 1. 初始可行域比较 

 
在在线部分，通过与完全在线的 MPC 策略仿真结果比较，证明了所提出的 EMPC 的优点。算法可

以在 MATLAB R2017a 平台上运行的 yalmip.master 工具箱得到有效地解决。从表 3 中可以看出，与完全

在线的 MPC 策略相比，EMPC 的在线计算时间成本显著降低。 
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Table 3. System resulting data of standard experiment 
表 3. 标准试验系统结果数据 

方法 EMPC 策略 在线 MPC 策略 

时间(秒) 0.0761 0.1205 

 
由于 MJSs 中的随机跳变，这里使用了 80 次不同实验的结果的平均性能。图 2 绘制了没有控制作用

的经济系统的 kx 的状态轨迹。图 3 描述了通过 EMPC 算法得到的系统控制输入 ku 的运动轨迹。图 4 和

图 5 分别绘制了基于在线 MPC 控制和基于 EMPC 的控制下的经济系统的 kx 的状态轨迹，看出在线 MPC
和 EMPC 下的状态收敛速度符合实际理论情况(EMPC 算法在终端集内采用的是固定的反馈控制律，而在

线 MPC 算法是每一个时刻都求一次优化问题，因此在线 MPC 算法较 EMPC 算法的控制效果更好)，并

且都可以将系统状态收敛到平衡点。图 6 分别绘制了 kx 没有控制作用和有 EMPC 策略下 ( )1 2,k kx x 在二维

平面上的状态的动态轨迹。由于 Markov 跳变系统会每一时刻发生模态跳变，一个可能出现的系统模态序

列如图 7 所示。可以清楚地看出，在所设计的 EMPC 控制器下，该 Markov 系统可以保证是均方稳定的。 
 

 
Figure 2. State kx  without control trajectories 
图 2. 无控制输入的系统状态 kx 轨迹 

 

 
Figure 3. The evolution of control inputs 
图 3. 控制输入的轨迹 
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Figure 4. The system state evolution 1kx  with online MPC and EMPC strategy 
图 4. 基于在线 MPC 和 EMPC 策略的系统状态 1kx 轨迹 

 

 
Figure 5. The system state evolution 2kx  with online MPC and EMPC strategy 
图 5. 基于在线 MPC 和 EMPC 策略的系统状态 2kx 轨迹 

 

 
Figure 6. State kx  without control and with MPC strategy trajectories 
图 6. 没有控制和有 MPC 策略的系统状态 kx 轨迹 
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Figure 7. A possible sequence of system modes 
图 7. 可能出现的系统模态变化 

5. 结论 

我们解决了一类受到多面体不确定性和硬约束影响的 MJSs 的基于观测器的 EMPC 问题。利用类

Lyapunov 方法，并通过引入自由加权矩阵，解决了非凸问题。利用基于观测器状态的双模估计状态反馈

控制策略，极大地扩大了初始可行域，有效地降低了在线计算负担，促进了该算法的实际应用。通过离

线到在线综合确定了设计方法，并为分析算法的可行性和研究系统的均方稳定性建立总体框架。最后，

通过仿真实验验证了 EMPC 的适用性。 
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