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Abstract 
Starting from the simple Schmidt orthogonalization in mathematics, the coordinate transforma-
tion in physics is taken as the key point, and the concept of tensor is introduced simply without 
losing mathematical rigor and physical significance, and the operation of tensor is introduced. The 
purpose is to reduce the difficulty of tensor teaching in senior and graduate students of physics 
department. 
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摘  要 

从数学上简单的施密特正交化出发，把物理上的坐标变换作为重点，既不失数学严谨又不失物理意义地

简单引入张量的概念并对张量的运算做了一些介绍。旨在降低目前物理系高年级和研究生中张量教学的

难度。 
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1. 前言 

在自然界中，严格的说我们的物理量大多数都是张量。在初等物理中最为常见的是零阶张量——标

量和一阶张量——矢量。而在高等物理中仅仅有标量和矢量的概念是远远不够的，例如在研究各向异性

的电介质极化，相对论电动力学和量子场论一般理论时应用标量和矢量都不能正确描述理论体系的物理

实际特征，所以引入高阶张量势在必行[1]。 

2. 施密特正交化与张量概念的引入 

在目前我国高校物理系各个专业的本科高年级和研究生教学中，张量这部分知识有一些教学版本，

但是从学生的角度来看，对物理专业学生仍需要一个数学意义明显，物理意义突出的简单教案，本文就

在这方面做出一些努力，试图用较小的篇幅向物理系需要将张量当做学习高等物理工具的同学介绍清楚

张量的基本概念和物理上的意义。力图帮助同学们扫清在学习中遇到的数学困难，使得量子场论，相对

论量子力学等高等物理课程的教学达到更好的效果。 
从张量的物理意义上来看，某个张量除了自身数学上的基本概念之外还应该包含坐标变换的规律以

显示其物理意义。以下从最熟悉的直线坐标系的一阶张量入手，扩展到一般的曲线坐标系，最后从一般

曲线坐标系的施密特正交化自然地导出张量的严格定义。 
先来讨论直线坐标系的一阶张量，对于最简单的直线坐标系而言，任意三个线性无关的矢量 1e 、 2e 、

3e 都可以作为基矢量，需注意对于普遍的情况它们不一定正交也不一定归一。所以，为了方便地研究物

理问题不妨定义另一组线性无关的矢量 1e 、 2e 、 3e 使之与基矢量 1e 、 2e 、 3e 分别对应正交归一，这组基

矢量称为原基矢量的共轭基矢量。 
在基本的线性代数理论中，施密特正交化的方法是构造这种矢量的标准方法，故定义： 
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不难验证如此定义使得：
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这样一来就称矢量 1e 、 2e 、 3e 分别为基矢量 1e 、 2e 、 3e 的共轭基矢量。可见，由于 1e 、 2e 、 3e 不

一定正交归一，其共轭基矢量 1e 、 2e 、 3e 也不一定正交归一。在常见的笛卡尔直角坐标系中 1e 、 2e 、 3e
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正交归一，此时由上面的定义式可知 1e 、 2e 、 3e 分别与 1e 、 2e 、 3e 大小相等方向相同。所以，在一般的

笛卡尔直角坐标系中我们不做任何区分。 
从数学上知道，任何一个矢量都可以表示成为分量的形式，即可以表示成为： 

1 2 3a b c= + +k e e e                                    (1) 

根据定义 i i
j jδ⋅ =e e ，可以得到： 

1 1
1a a⋅ = ⋅ =k e e e  

2 2
2b b⋅ = ⋅ =k e e e  

3 3
3c c⋅ = ⋅ =k e e e  

所以得到： 

( ) ( ) ( )1 2 3
1 2 3= ⋅ + ⋅ + ⋅k k e e k e e k e e  

⇒  1 2 3
1 2 3k k k= + +k e e e                                     (2) 

根据爱因斯坦求和约定上式可以表达为： 
i

ik=k e                                   (3) 

其中 ik 定义为矢量 k 的协变分量。在下面可以看到协变分量的具体定义。 
同样地也可以得到： j

jk=k e ，也就是说任何一个矢量 k 在坐标系中可以分别用其基矢量和其共轭

矢量表示。 
既然在同一个坐标系中矢量可以用基矢量和共轭基矢量来表示，很自然的就要将其拓展到不同的坐

标系之下。为了清晰的展示不同的矢量在坐标变换下的规律以下分别讨论基矢量和共轭基矢量的坐标变

换关系。 
利用定义 i i

j jδ⋅ =e e 可以很快地得到不同坐标系之间的关系式： 

( )j j
i i j i jβ′ ′= ⋅ =e e e e e                                    (4) 

( ) ( )j j j
i j i i j i jx x x xβ′ ′ ′= ⋅ = ⋅ =e e e e                          (5) 

(其中 j j
i iβ ′= ⋅e e ) 

其共轭矢量满足： 

( ) ( )1 ii j j
i j j

β −′ ′= ⋅ =e e e e e                                (6) 

( ) ( ) ( )1 ii j i i j j
j j j

x x x xβ −′ ′ ′= ⋅ = ⋅ =e e e e                     (7) 

可见分量 ix 在坐标变换下与基矢量 ie 一样服从协变变换规律，所以称其为“协变分量”；而分量 ix 在坐

标变换中与基矢量 ie 一样服从逆变变换规律，故称其为“逆变分量”。 
至此，我们讨论了一般的直线坐标系中的基矢量与共轭基矢量所满足的一些规律。更加一般地，在

曲线坐标系中以三维空间为例，任何一个矢量在曲线坐标系都可以记为： 

( )1 2 3, , i
iy y y y= =r r ε  

在熟悉的笛卡尔坐标系中有： 

( )1 2 3, , i
iy y y x= =r r e  
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在笛卡尔坐标系的 r 处，矢量的无穷小增量可以记为： 

d d d
j

i i
ji i

xy y
y y

 ∂ ∂
= =  
∂ ∂ 

rr e  

故可将基矢量 iε 和其共轭基矢量 iε 选为： 
j

i ji i

x
y y
∂ ∂

= =
∂ ∂

r eε                                       (8) 

i
i i

jj

yy
x
∂

= ∇ =
∂

eε                                       (9) 

可以验证上式满足： 
j k j k j k j k

k k
i j l j l jl ii l i l i l i j

x y x y x y x y
y x y x y x y x

δ δ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ = ⋅ = ⋅ = = =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
e e e eε ε  

即： j k
i iδ⋅ =ε ε ，即二者正交归一，符合初始定义。 

对于一般的曲线坐标系来说，基矢量 iε 和共轭基矢量 iε 都是 ix 的函数，不同的点的基矢量和共轭基

矢量的大小、方向都有可能不相同，量纲一般也不同，这时必须考虑基矢量对坐标的微商的非零贡献。

这时通常选取与前面相同的自然基：[2] 

i iy
∂

=
∂

rε ， i

iy
∂

=
∂

rε                                 (10) 

对于不同的坐标系，应该分别作相应的计算。详细的计算例子参见相关文献[3] [4]。 
在做好了上述的准备之后，就可以来讨论张量的普遍定义。在物理中常见的张量有如下几种。 
1) 零阶张量：零阶张量有 0 1n = 个元素且其数值与坐标变换无关，即：φ φ′ = 。例如基础物理中的

时间 t，其不随坐标变换而发生变化。 
2) 一阶张量：一阶张量有 1n n= 个元素，在坐标变换下分为一阶协变张量与一阶逆变张量 

协变张量：
j

j
i j i ji

yT T T
y

β∂′= =
′∂

 

逆变张量： ( )1
i ii j j
j j

yT T T
y

β −′∂′ = =
∂

 

例如位移 s ，力 F 等物理量。其在坐标变换下只保有原来的分量个数，这在数学上表示为其只有
1n n= 个元素。 

3) 二阶张量：二阶张量有 2n 个元素，在坐标变换下分为二阶协变张量，二阶逆变张量与二阶混合张

量。 

协变张量：
k l

k j
ij kl i l kli j
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混合张量：
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例如各向异性的介电常数 ijε ，相对论能动量 ijP 以及工程上常见的应力和应变。这些量的作用效果没
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有特定的方向性。 
4) 高阶张量：有 p qn + 个元素，在一般物理理论之中不常用，故这里从略。 
这里需要指明的是，为了突出张量坐标变换的性质我们定义 ij i jg = ⋅ε ε 为二阶协变度规张量，

ij i jg = ⋅ε ε 为二阶逆变度规张量，这个度规张量就是刻画空间的主要性质的量。 
最后，介绍一些物理学中常用的张量代数运算。对于张量的运算，我们定义其加减运算为： 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

p p p

p p p

j j j j j j j j j
i i i i i i i i iC A B= ±� � �
� � �  

从定义式可以看出，只有阶数相同的且协变、逆变指标的个数、顺序都完全相同的张量才可以相加

减。这是因为从物理意义上来看，只有在坐标上的同一个点的物理量才可以相加减，也就是说只有完全

相同的张量才可以相加减。 
除了张量的加减我们还对协变和逆变分量之间的关系感兴趣，以下我们就来讨论这个问题[4]。 

( ) ( )i i j i j ij
j j jg= ⋅ = ⋅ =∵ε ε ε ε ε ε ε ε  

( ) ( )j j j
i i j i j ijg= ⋅ = ⋅ =ε ε ε ε ε ε ε ε  

i i ij ij
j jA g g A= ⋅ = ⋅ =A Aε ε  
j j

i i ij ijA g g A= ⋅ = ⋅ =A Aε ε  

∴度规张量 ijg 可以用于协变与逆变分量的相互转化。这一点并不奇怪，从度规的定义上来看我们可

以形象的认为度规是刻画两个空间几何关系的一个张量，所以当然可以将协变量“换算”为逆变量。 
这样一来，任何两个坐标中的量均可以相互转化。所以说在物理学中引入张量，使得物理学的研究

可以在任意的坐标系中相互转化。 
特别的，在同一个最一般的坐标系中，矢量的内积的普适表达式可以用张量来表述： 

i j i j i
i j ij jA B A B g A B⋅ = ⋅ = =A B ε ε                         (11) 

或： i j ij j
i j j j iA B A B g A B⋅ = ⋅ = =A B ε ε                         (12) 

这里就得出了一个张量运算中常用的结论： 
i j

j iA B A B⋅ = =A B                                 (13) 

对于高阶张量指标的升降有： 
ij i

jk kA g A= ， ij ijq q
jk il lk ik jl klA g g A A g g A= =  

3. 结论 

本文从数学上基本的坐标系施密特正交化出发，以物理上坐标系变换的概念为重点。数学上简单、

系统地介绍了高等物理系课程需要的张量内容。既不失数学的严谨，又不失物理意义，有益于物理系研

究生和高年级本科生的张量简单教学。 

参考文献 
[1] 于允强. 广义相对论引论[M]. 北京: 北京大学出版社, 2004. 

[2] 黄克智. 张量分析[M]. 北京: 清华大学出版社, 1986. 

[3] 余天庆, 熊睿. 张量分析概要及演算[M]. 北京: 清华大学出版社, 2014. 

[4] 刘连涛, 郑小平. 物理学中的张量分析[M]. 北京: 科学出版社, 2008. 

https://doi.org/10.12677/mp.2019.96032

	A Simple Way to Introduce the Concept of Tensor
	Abstract
	Keywords
	张量概念的一种简单引入
	摘  要
	关键词
	1. 前言
	2. 施密特正交化与张量概念的引入
	3. 结论
	参考文献

