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Abstract: Based on the concept of  ,   -fuzzy subgroup, the concepts of  ,  -fuzzy subgroup and 

 ,   -fuzzy normal subgroup generated by a fuzzy subset in a group were introduced and their constructions 

were established. Then some properties of generated  ,  -fuzzy subgroup and fuzzy normal subgroup 

were discussed. 
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摘  要：在  ,   -模糊子群概念的基础上，引入生成  ,  -模糊子群与生成  ,  -模糊正规子群概念，

给出了这种生成模糊子群与模糊正规子群的构造，并讨论了他们的一些性质。 
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1. 引言 

由 Zadeh[1]在 1965 年创立的模糊集理论，已经在各个领域得到了广泛应用，如决策理论、风险投资理论、

拓扑学、控制论等。1971 年，Rosenfeld[2] 将模糊集理论应用到代数学，开始了模糊代数的研究，并首次引入了

模糊群的概念。从此，模糊集理论被广泛地应用到代数学的各个分支。如 Liu[3]通过引入模糊子环与模糊理想概

念，建立了环的模糊理论。随着模糊代数的深入研究，各种模糊代数概念，都从不同的侧面得到了推广。特别

值得指出的是，Bhakat 与 Das[4,5] 通过利用模糊点与模糊子集的“属于或拟重于”关系，给出了   -模糊

子群和 -模糊理想概念。为了进一步推广这些概念，Yuan[6]给出了基于阈值的模糊子群，即 
, q

, , q    -模糊

子群[7]。本文就是将 Rosenfeld 意义下的生成模糊子群概念，推广到  ,  -模糊子群的情形，并进一步研究这

种生成模糊子群的构造和性质。 

在下面的讨论中， 总表示一个群，G  F G 表示 的所有模糊子集的集合。G  与  是两个常数，且满足
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0 1    。 

2. 预备知识 

定义 2.1：设 A 为群G 模糊子集. 若对任意的的 ,x y G ,      A xy A x A y  ，则称 A 为 的 . 群G 模糊子半群

若G 的模糊子半群 A 还满足：对任意的    1,x G A 称x A x  ，则 A 为群G 的模糊子群。 
 1

分别为[8]： A设 与 为G 的模糊子集，我们定义模糊子集B AB 与 A

            1 1
1 2 1 2sup ,  ,  .AB x A x B x x x x A x A x x G        

显然，对于 的模糊子集G A 及任意的正整数 n ，我们有 

        1 2 1 2sup ,  .n
n nA x A x A x A x x x x x x       G  

定理 2.1[8]:设 A 为G 的模糊子集，则 

为G 的模糊子半群的充分必要条件为： 2A A ； A1) 

为G 的模糊子群的充分必要条件为： 2A A ，  1A A  。 A2) 

A设 为群 的模糊子集, 那么G A 为G 的模糊子群(Rosenfeld 意义下)，当且仅当  0,1  ， A 非空时是

的子群；而

G

为G 的  -模糊子群，当且仅当A , q  0,0.5  ，A 非空时是G 的子群。自然会想，当 属于

 0, 任意一个子区间  ,  时，会对应一个什么样的模糊子群。 1 的

定义 2.2：设 A 为 的G 模糊子集。若对任意的 ,x y G ，       xy A x A yA      ，则称 A 为G 的一个

  -模糊子半群。 ,
定义 2.3：设 A 为G 的  ,  模糊子半群。若对任意的 x G ，    1x A xA      ，则称 A 为 的一个G

  -模

G

糊子群。 ,
显然， 的一个模糊子集 A 为G 的  ,  -模糊子群的充分必要条件是：对任意的 ,x y G ， 

1)       y A x A yA x     
1

， 

2)    A xA x     。 

该条件也可等价地表述为： 的一个模糊子集G A 为 的G  ,  -模糊子群的充分必要条件是：对任意的 

,x y G ，     A y 1A x y A x      。 

定义 2.4：设 A 为G 的模糊子集，如果对任意的 ,x y G ，    1A xyx A y     ，则称 A 为G 的  ,  -

模糊正规子集。当    1A xyx A y 时，则称 A 为 的模糊正规子集。 G

定义 2.5：若 A 既是 的 G ,  -模糊子群，也是 的G  ,  -模糊正规子集，则称 A 为G 的  ,  -模糊正规

子群。 

A 为G 的  ,  -模糊正规子群的充分必要条件是：对任意的 ,x y G ， 易知， 的模糊子集G

1)       1 y A x A yA x

A xyx

    
1

， 

2)    A y     。 

 λ, 3. 生成 μ -模糊子群 

A 及数  0,1a ，我们定义模糊子集 A  与 A  分别为： 对于 的模糊子集G

           ,  ,  .A x A x A x A x x G           

定理 3.1：设  A F G ，
1

n

n

B A  




  
   

  
  。则 

1)  B A    ， 

是G 的模糊子半群，从而是G 的  ,  -模糊子半群， B2) 
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3) x G  ，          1 2 1 2sup , .n nB x A x A x A x x x x x n           


 

4) 若C 是G 的  ,  -模糊子半群，且满足C A   ，则C B  。 

证：1) 由于
1

n

n

A A




 ，所以  
1

n

n

A A   




  
  

  
    。即  B A     。 

2) 显然 。因此， 是 的模糊子半群，当然也是

的

2

1 1 2

n n n

n n n

B A A A   
  

  

       
        

       
      B B G G

 ,  -模糊子半群。 

3) 对任意的 x G ，由于         1 2 1 2supn
n nA x A x A x A x x x x     x ，所以 

          
       

1 2 1 2

1 2 1 2

sup sup

sup ,

n n

n n

B x A x A x A x x x x x n

A x A x A x x x x x n

 

 

      

       

  

  


 

4) 对任意的 x G ，若有 1 2, , , nx x x  G ，使 1 2 nx x x x  ，则  

       
       
       

1 2

1 2

1 2

n

n

n

C x C x C x x x

C x C x C x

A x A x A x

   

 

 

    

    

    

 









. 

所以            1 2 1 2sup n nC x A x A x A x x x x x B x            C B。因此，   。 

定义 3.1：设  A F G ，称定理 3.1 中的模糊子集 为由B A 生成的  ,  -模糊子半群，并记为  A 。 

定理 3.2：设  A F G ，   1

1

n

n

B A A  






  
   

  
   。则 

1)  B A     ， 

2) 是G 的模糊子群, 从而是 的 B G ,  -模糊子群, 

3) x G  ， 

                  1 1 1
1 1 2 2 1 2sup ,n n nB x A x A x A x A x A x A x x x x x n                



 

4) 若C 是G 的  ,  -模糊子群，且满足C A   ，则C B  。 

证：仅证 2)与 4)。 

2) 由于          1
1 1 1

1 1

,
n n

n n

B A A A A   
   

 

                      
       B

B





        1 1 12

1 1 2

n n n

n n n

B A A A A A A   
  

  

  

      
       

      
          

所以 是 的模糊子群，从而是G 的B G  ,  -模糊子群。 

4) 对任意的 x G ，若有 1 2, , , nx x x  G ，使 1 2 nx x x x  ，则 

       
               

1 2

1 2 1 2 .

n

n n

C x C x C x x x

C x C x C x A x A x A x
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而 
    

              

1

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2n n

C x C x

C x C x C x A x A x A x

  

   



     

   

            
 

所以， 

                      1 1 1
1 1 2 2 1 2sup , .n n nC x A x A x A x A x A x A x x x x x n B x                  

 

因此，C B  。 

定义 3.2：设  A F G ，称定理 3.2 中的模糊子集 为由B A 生成的  ,  -模糊子群，并记为 A 。 

由此定理 3.2 及定义 3.2 可知，Rosenfeld 意义下的生成模糊子群就是生成  0,1 -模糊子群，因此，生成  ,  -

模糊子群是一般生成模糊子群的推广。 

由定理 3.2 立即可得下列推论。 

推论 3.1 设  A F G ，则 

1)   1

1

n

n

A A A  






  
   

  
   ， 

2)             1 1
1 1 2 2supA x A x A x A x A x      

      1
1 2 ,n n nA x A x x x x x n x            G  

定理 3.3：设  A F G 。对任意的 x G ，令     1supB x A yxy y G  ，则 B 是G 的模糊正规子集。 

证： 1 2,x x G  ， 

    
       

1 1 1
1 2 1 1 2 1

1

1 2 1 2

sup

sup .

B x x x A yx x x y y G

A yx x yx y G B x

  



 

  
 

即 是 的模糊正规子集. B G

定理 3.4：设  A F G ，     1supB x A yxy y G  ，则 

1) B 是G 的模糊正规子群，从而是G 的  ,  -模糊正规子群， 

2)  B A      

3）若 是 的 C G ,  -模糊正规子群，且满足C A   ，则C B  。 

证 1) ,x y G  ，由于
           

    

1 1 1 1

1

sup sup

sup ,

B yxy A z yxy z z G A yz x zy z G

A gxg g G B x

   



  

  


 

所以， 

       
       

1 1 1 1
1 1 2

1
1 1 2

sup inf ,

sup inf , .

i n i i n

i n i i n

B xyx B xy x B xy x y y y y n

B y B y y y y y n B y

 

 

   
 


 

     

        









 
 

又因为 B 是 的模糊子群，所以G B 是G 的模糊正规子群，从而是G 的  ,  -模糊正规子群。 

2) 显然 。故B A    B B A       。 
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3）对任意的 ,x G  若有 1 2, , , nx x x  G ，使 1 2 nx x x x  ，则对任意的 y G ，有 

          
            

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 2

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2

n n

n n

C x C y yxy y C y yx y yx y yx y y C yx y yx y yx y

C yx y C yx y C yx y A yx y A yx y A yx y

  

  

        

     

         

          

 

 

 
 

所以 

         
       

 

1 1 1
1 2 1 2

1 2 1 2

sup , ,

sup ,

n n

n n

C x A yx y A yx y A yx y y G x x x x n

B x B x B x x x x x n

B x

  

 

           

       



 

 



  

即C B  。 

定义 3.3：设  A F G ，称定理 3.4 中的模糊子集 B 为由 生成的A  ,  -模糊正规子群，并记为  A 。 

显然，生成  ,   -模糊正规子群概念是一般生成模糊正规子群概念的推广，因为一般生成模糊正规子群就

是生成 -模糊正规子群。 0,1



4. 结论 

对于由一个模糊子集生成的模糊子群或模糊正规子群，在 Rosenfeld 意义下已有结论[8]，并且可用不同的式

子刻画。本文将这种模糊子群推广到  ,  -模糊子群，给出了生成  ,  -模糊子群与生成  ,  -模糊正规子群

的特征刻画。关于生成  ,   -模糊子群与生成  ,  -模糊正规子群的进一步研究，我们将另文讨论。 
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