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Abstract 
In this paper, functional linear discriminant analysis method is proposed for the classification 
problem of input as functional data. By introducing the functional norm to measure the distance 
within-class and between-class, an optimization model of functional linear discriminant analysis 
is constructed. Furthermore, by using the basis function method to transform the infinite dimen-
sional function space into a finite dimensional optimization model, then this model is easy to solve. 
Since the data is functional, the first derivative or the second derivative of the function can be 
found. The classification result can be further improved by using the data after the derivative. Fi-
nally, the numerical experiments show the feasibility and effectiveness of the functional linear 
discriminant analysis method. 
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摘  要 

本文针对输入为函数型数据的分类问题提出了一个函数型线性判别分析方法。通过引入函数范数来度量

类内距离和类间距离，从而构造了函数型线性判别分析的优化模型。进一步，通过利用基函数方法将无
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穷维函数空间优化模型转化为有限维优化模型，从而使模型易于求解。由于数据被函数化后，可对函数

求一阶导数或二阶导数。利用求导数后的数据可进一步提高分类效果。最后，数值实验部分展示了函数

型线性判别分析方法的可行性和有效性。 
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1. 引言 

机器学习[1]是一门多领域的学科，主要研究计算机如何模拟和学习人类的各种活动，并在储存信息

的过程中不断达到自我完善。现如今，机器学习已经广泛应用在实际生活中。分类问题是机器学习领域

中最常见的一类问题，也是机器学习领域的研究热点之一，如模式识别[2]、文本分类[3]、手写字体识别

[4]、人脸图像识别[5]等领域。然而，通常的分类问题的输入是向量的形式呈现的，传统的分类学习机也

只是解决输入为向量的分类问题。事实上有些数据是随着时间变化的，应当以动态的角度来看待数据，

寻找出数据中隐含的某种函数特性，如果我们利用函数型数据分析技术找出数据隐含的连续函数，也可

进一步对函数求一阶或者二阶导数，能挖掘数据中隐含的更多信息。本论文主要针对输入为函数型数据

的分类问题提出了一个新的函数型线性判别分析算法。 
线性判别分析[6] (linear discriminant analysis, LDA)是 Fisher 在 1936 年首次提出，在人脸识别[7]、食

品安全[8]、医学[9]等领域有广泛的应用。在模式识别领域中，贝叶斯分类效果最优，但由于其概率密度

函数难以估计，使得线性分类器(如 Fisher 线性判别分析)被广泛的应用在实际生活中。Li (2011) [10]等首

先将数据利用线性判别分析方法把训练样本投影到子空间中提取数据的相应特征，再利用支持向量机进

行分类。实验结果表明，该方法不仅起到降维的作用，同时提高了分类准确率，大大缩短了计算的时间。

Li [11]提出了 2–维线性判别分析(2-dimensional linear discriminant analysis, 2D-LDA)的方法，该方法从图

像矩阵中提取出重要的特征，进而计算类间散度矩阵和类内散度矩阵。而线性判别分析和 2–维线性判

别分析存在稀疏性的问题，在特征提取中存在遗漏重要数据信息的情况。但以上的分析方法都无法解决

以函数型数据为输入的分类问题。从而需要对函数型数据的内在结构和特性进行了解和分析。 
函数型数据的研究是 Ramsay [12]在 1982 年首次提出，阐述了函数型数据不再是传统的静态数据，

而被视为动态数据，当原始数据信息丢失或者缺损时，可利用数据的函数特性进行填补。1991 年，Ramsay 
[13]提出了一些适用于具有时间序列变化数据的分析方法，如加拿大气象站的日降水量分布情况和温度变

化的联系，用函数型主成分分析方法解决了这一实际问题。随后，Ramsay 在《Functional Data Analysis》
[14]中对函数型数据进行了详细的概括和总结，其中包括函数型数据的概念，处理函数型数据的方法，并

将主成分分析、典型相关分析、判别分析及线性模型等经典方法引入到函数型数据分析中。 
针对函数数据的分类问题，本文提出函数型线性判别分析，该方法把函数型数据表示成光滑曲线或

者连续函数，从而我们可以考虑到函数的特性(如连续、求导)。函数型线性判别分析的主要思想是通过给

定的训练集，寻找一条投影函数，使同类样本的投影点距离尽可能的接近，同时又使异类样本的投影点

尽可能的远离。基函数法是常见的将原始数据转化为函数的平滑技术之一，即将函数型数据在一组基下
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进行展开。因此寻找这条投影函数，就变成寻找基函数的系数向量。函数型线性判别分析的优点之一是

可以求出导数曲线或者微分曲线，并通过求导或者微分我们可从数据中挖掘出隐藏的重要信息，从而得

到更好的分类结果。 
本文的组织结构如下：第二章：给出了一些准备工作，对线性判别分析进行了简单的回顾。第三章：

详细的介绍了本文提出的方法。第四章：把函数型判别分析与线性判别分析方法进行比较，用数值实验

说明本文方法的可行性和优势。最后第五章是本文的结论与展望。 

2. 相关工作 

线性判别分析方法的主要思想是将样本投影到一条直线上，使其同类样本的投影点更聚集、不同类

样本的投影点尽可能的分离，从而最终确定投影方向 w ，其主要过程如下： 

给定训练集 ( ){ }
=1

,
m

j j j
D x y= ， { }, 1, 2n

j jx R y∈ ∈ ，令 , , i i iX µ ∑ 分别表示第 { } 1, 2i∈ 类样本的集合、

均值向量、协方差矩阵。则第 i 类均值为
1=i

x Xi i

x
n

µ
∈
∑ ，其中 in 表示第 i 类样本的个数。 

类内散度矩阵表示该类样本到中心的距离即： 

( )( ) ( )( )1 1 2 2
1 2

T T
w

x X x X
S x x x xµ µ µ µ

∈ ∈

= − − + − −∑ ∑                         (1) 

类间散度矩阵表示各类中心到总体中心的距离即： 

( )( )1 2 1 2
T

bS µ µ µ µ= − −                                    (2) 

为使每类在 w 方向投影后的样本距离尽可能的大，则优化模型为： 

max
T

b
T

w

w S w
J

w S w
=                                       (3) 

其中式(3)是类间散度矩阵 bS 相对于类内散度矩阵 wS 的广义 Rayleigh 熵。由于式(3)的分子和分母都为二

次项，因此与长度无关，只与方向有关。令 1T
ww S w =  (不失一般性)，则式(3)等价于最小化 T

bw S w− ，利

用拉格朗日乘子法，最终式(3)等价于 b wS w S wλ= ，即为一般特征值问题。 

3. 函数型线性判别分析 

函数型数据两分类问题描述如下： 

给定训练集 ( ){ } { }
1

, , 1, 2
N

j j jj
D x t y y

=
= ∈ ，我们的目的是找一条投影曲线 ( )w t ，使同类样本的投影点

尽可能接近，使异类样本的投影点尽可能的远离。找到投影曲线后，再对新样本进行分类，将其投影到

同样的曲线上，最终根据投影点的位置来确定新样本的类别。则优化模型如下： 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2

1 2 2

1 2

max
w t t w t t

J
Var w t x t Var w t x t

µ µ−
=

+
∫ ∫
∫ ∫

                           (4) 

其中 ( ) ( )1
1

N
i iit N x tµ −

=
= ∑ ， ( ) ( ) ( ) ( )1

1
N

i iiVar w t x t N w t x t−
=

= ∑∫ 分别表示第 { }1,2i∈ 类样本的均值函数，协

方差矩阵。将数据投影到函数 ( )w t 上，两类样本的中心在函数上的投影分别为 ( ) ( )1w t tµ∫ 和 ( ) ( )2w t tµ∫ ；

则让类中心之间的距离尽可能的大，即 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 2
w t t w t tµ µ−∫ ∫ 尽可能的大。将所有样本点都投影到这

条曲线上,则同类样本的协方差矩阵分别为 ( ) ( )1Var w t x t∫ 和 ( ) ( )2Var w t x t∫ 。我们需使同类样本的距离尽
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可能的接近，即让两类样本的协方差的和尽可能的小。 
通过上式(4)求得投影函数为 ( )*w t ，则对新来的样本 ( )*

jx t 投影到函数 ( )*w t 下的得分定义为 jf ，即

( ) ( )* * dj jf w t x t t= ∫ 。最终计算得分 jf 与均值函数 ( )i tµ 的距离，根据所在投影点的位置确定新样本的类

别；也就是说，新的样本与哪一类中心点越接近，就被分到这一类，即 ( ) 2
min j if tµ− 。 

由于函数型数据是无穷维的，则需对函数型数据进行降维处理。常见的降维方式为函数型数据在一

组基下进行展开。具体如下：由 K 个已知的基函数的线性组合来拟合已知的曲线样本 ( )jx t ，公式如下 

( ) ( )
1

ˆ
K

j jk k
k

x t c tφ
=

= ∑                                      (5) 

其矩阵形式表示如下 

( )ˆ T T
j j jx t C C= Φ = Φ                                     (6) 

其中 ( ) ( )( )1 , ,
T

Kt tφ φΦ =  表示 K 维基函数，其系数向量为 ( )1, ,
T

j j jKC c c=  。当 K 取的越大，近似的精

度越高。本文的目的是寻找函数型线性判别分析下的投影函数 ( )*w t ，则将 ( )*w t 同样用基函数线性组合

的形式展开为  ( ) ( )
1

K
T

k k
k

w t d t dι
=

= = Φ∑ ，因此寻找投影函数就变成了寻找基函数所对应的系数向量

( )1, , T
Kd d d=  。 

因此通过基底函数法，把函数型数据用基函数的线性组合展开，所得第 1 类的协方差矩阵表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1
1 1 1

1

1

0

var

d d

d d

d d

j j j

TT T T T

T T T T

T

w t x t N w t x t w t x t

N C C

N CC

JV J

−

−

−

=

= ΦΦ ΦΦ

= ΦΦ ΦΦ

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

                         (7) 

同样地， 2i = 类的协方差矩阵可以表示为： 

( ) ( )

( )

1
2 2 2

1

1

1

var

ˆ ˆd d

ˆ ˆd d

d d

j j j

TT T T T

T T T T

T

w t x t N wx wx

N C C

N CC

JV J

−

−

−

=

= ΦΦ ΦΦ

= ΦΦ ΦΦ

=

∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

                         (8) 

其中矩阵 J 为 K 阶对称阵其元素表示为 T
ij i jJ = Φ Φ∫ 。 0 ,V V 分别是关于系数矩阵 1

ˆ,C C 的协方差矩阵。同样

地，把 ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 2
w t t w t tµ µ−∫ ∫ 也用基底函数法进行转换公式表示如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2

1 2 1 2 1 22
d d

d d

d

d

TT T T T

T T T T

T

w t t w t t w t t t t w t t t t

m m

d mm

d JVJ

µ µ µ µ µ µ− = − −

= ΦΦ ΦΦ

= ΦΦ ΦΦ

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
∫ ∫

             (9) 

其中 ( )i tµ 是第 i 类样本的均值函数，表示为 ( ) { }( )= 1,2T
i it m iµ φ ∈ ， ( )1, , Km m m=  为 ( ) ( )0 1t tµ µ− 的系

数向量，则优化模型为 
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( )
( )0 1

max
T

T

d JVJdJ d
d J V V Jd

=
+

                              (10) 

由于式(10)的分子和分母都是关于 d 的二次项，因此式(10)的解与 d 的长度无关，只与其方向有关。

不失一般性，令 ( )0 1 1Td J V V Jd+ = ，则式(10)等价于： 

( )0 1

min

s.t 1

T

d
T

d JVJd

d J V V Jd

−

+ =
                                 (11) 

定义拉格朗日函数： 

( ) ( )0 1, 1T TL d d JVJd d J V V Jdλ λ  = − + + −                           (12) 

其中 ( )1, , Kλ λ λ=  为拉格朗日乘子，并利用 KKT 条件可得： 

( )0 12 2 0L JVJd J V V Jd
d

λ∂
= − + + =

∂
                             (13) 

由拉格朗日乘子法，上式等价于 

( )0 1JVJd J V V Jdλ= +                                  (14) 

令 ( )0 1L J V V J= + ，即求 1L JVJd dλ− = 的一般特征值问题。 
综上所述，函数型线性判别分析的算法为： 
算法：函数型线性判别分析算法 
输入：训练集 ( ) { }1{ , } , 1, 2N

j j j jD x t y y== ∈  

输出： d  
1) 选择基函数，求解样本函数的系数 ˆ,C C 。 
2) 计算协方差矩阵 0 1, ,V V V 和基矩阵 J 。 
3) 计算(14)式得出 λ 。 

4) 代入 ( ) ( )dj jf wx w t x t t= =∫ ∫ 并计算 ( ) 2
min j if tµ− 。 

4. 数值实验 

4.1. 人工数据的数值实验 

我们用人工数据测试本文的方法，本节数值实验分为两部分，第一部分为线性可分的，第二部分为

线性不可分的；首先介绍本节数值实验的第一部分，我们构造 2 个多项式曲线，多项式的最高次数为 4
次幂，其区间为 [ ]1,0− 并且随机加了噪声，为了使模型几何意义更加明确，我们选取一组多项式系数构

成多项式曲线。 
图 1(a)表示由离散点构成的 50 条不同类曲线，每类各有 25 条曲线，黑色线表示正类曲线，蓝色表

示负类曲线。并对曲线随机加上噪声。从图 1(a)可看出我们很难用肉眼分清哪条曲线属于哪一类。图 1(b)
表示通过函数型数据拟合后的曲线，我们可以很显然的看出经过基函数法后的曲线不仅变得光滑而且能

清晰地区分两类，其中图中蓝色虚线表示负类，黑色实线表示正类。 
图 2 表示随机一次五折交叉验证过后的分类情况，其中“△”表示正类的训练集，“〇”表示负类的训

练集。我们可从图 2 看出同类样本点的距离都很接近，并且不同类样本点的类间距离很远，能够清晰地区分
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两类。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 1. (a) Curves of 50 different types of artificial data sets, (b) Curves fitted by basis function method 
图 1. (a) 50 条不同类的人工数据集构成的曲线，(b) 用基函数法拟合过后的曲线 
 

 
Figure 2. Classification of 50 curves using functional linear discriminant analysis 
图 2. 50 条曲线运用函数型线性判别分析方法后的分类情况 

 
第二部分数值实验是线性不可分的曲线，如图 3(a)，我们从肉眼角度观察曲线有重叠的部分，很难

区分各个曲线属于哪一类，图 2(b)经过基函数法过后曲线变得较为光滑，能够大致看清分成两类的曲线

趋势。表 1 为经过函数型线性判别分析方法过后的两次人工数据的准确率，线性可分的准确率接近于

100%，说明在本文方法中，很好的把类内的样本点聚在一起，同时，不同类的样本点的类间距离较远；

线性不可分的准确率为 91.5%，由此可见在曲线重叠的部分导致类间距离变小，从而影响了线性不可分

曲线的准确率。而把函数型数据离散化后，用原始的线性判别分析方法进行分类，无论是线性可分的数

据还是线性不可分的数据，结果都没有函数型线性判别分析方法的准确率高。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 3. (a) Curves of 50 different types of artificial data sets, (b) Curve fitted by basis function method 
图 3. (a) 50 条不同类的人工数据集构成的线性不可分曲线，(b) 用基函数法拟合过后的曲线 
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Table 1. Data set details 
表 1. 数据集的详细信息 

Dataset LDA FLDA 

 准确率 准确率 

人工数据(线性可分) 0.9713 0.998 

人工数据(线性不可分) 0.9032 0.915 

4.2. Spectrometric 数据集 

本节介绍的 Spectrometric 数据集来自食品工业，每个观测值是肉类样本(经过精细切碎后)的近红外

吸收光谱，一共有 215 个光谱样本。观测值中包括了在波长为 850~1050 nm 范围内的 100 个吸收光谱。

此数据集的分类问题在于从脂肪含量低(低于 20%)的肉类样品分出高脂肉类(高于 20%)。 
图 4 表示一阶求导后的图像，图 5(a)表示脂数低于 20%的曲线，图 5(b)表示脂数高于 20%的曲线，

因为图 5(a)、图 5(b)中的曲线波动基本一致，我们无法从一阶求导后的曲线中肉眼看出类别。而图(5)表
示二阶求导后的图像，从图中可看出经过二阶求导后的函数曲线有明显不同的波动。因此我们可从求导

后的曲线得出隐性的函数条件，从而运用函数型线性判别分析的方法进行分类。 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 4. First-order derivation of spectrometric data 
图 4. 对 spectrometric 数据进行一阶求导 
 

 
(a)                                                     (b) 

Figure 5. Second-order derivation of spectrometric data 
图 5. 对 spectrometric 数据进行二阶求导 
 

图 6 取 20%的 spectrometric 数据一阶求导后的分类情况，发现虽然同类样本距离较为接近,但异类样

本的距离没有区分开，因此分类不是很明显。图 7 取 20%的 spectrometric 数据二阶求导后的分类情况，

明显地，我们可以看出求完二阶导后的异类样本区分开了，但仍然会有 3 个异常点分错类别。表 2 是 5
次五折交叉验证后的准确率，其平均准确率为 98.30%。 
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Table 2. Data set details 
表 2. 数据集的详细信息 

Dataset 准确率 

spectrometric 1.0000 0.9787 0.9574 1.0000 0.9787 

 

 
Figure 6. Take 20% of the spectrometric data after the first-order derivation classification 
图 6. 取 20%的 spectrometric 数据一阶求导后的分类情况 
 

 
Figure 7. Take 20% of the spectrometric data after the second-order derivation classification 
图 7. 取 20%的 spectrometric 数据二阶求导后的分类情况 

5. 结论 

本文是在传统的线性判别分析的基础上，针对函数型数据，提出了函数型线性判别分析算法来解决

函数型数据的两分类问题。该方法证明函数型数据可以挖掘其函数特征，例如连续，求导。实验结果表

明，spectrometric 数据集经过二阶求导过后分类效果才明显提高。该方法不仅能对函数型数据分类，还可

以对离散数据进行分类，通过拟合估计出的函数转换成函数型数据，同理对其数据进行分类。 
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