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Abstract 
The control problem of fractional order Chen chaos system based on fractional order Takagi-Sugeno 
fuzzy model is studied. The Takagi-Sugeno fuzzy model for fractional order Chen chaos systems is 
given, and a parallel distributed compensate fuzzy controller is designed to asymptotically stabil-
ize the model. Then effectiveness of the approach is tested on fractional order Chen chaos system 
with 0.95α = . 
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摘  要 

本文研究了基于Takagi-Sugeno模糊模型的分数阶Chen混沌系统的控制问题。对分数阶Chen混沌系统建

立了相应的Takagi-Sugeno模糊模型，基于分布补偿原理对分数阶Chen系统进行控制，对阶数 0.95α = 的

Chen混沌系统进行了仿真，验证了分数阶Takagi-Sugeno模糊系统对分数阶Chen混沌系统控制的有效性。 
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1. 引言 

混沌是指对初值具有极端敏感性的确定性动力系统的随机行为。1963 年，Lorenz [1]发现了被称为

“蝴蝶效应”的 Lorenz 混沌系统，之后就有许多新的混沌系统被不断的发现。1999 年陈关荣教授发现了

与 Lorenz 混沌系统相关但不拓扑等价且更复杂的 Chen 混沌系统[2] [3]后，有许多关于 Chen 混沌系统的

研究结论[4] [5] [6] [7]产生了。同时分数阶混沌系统的相关动力学性质、控制及同步等问题也得到了广泛

的关注并取得各种成果。如：文献[8]研究了一种新的分数阶超混沌系统的动力学行为、电路实现、混沌

控制及同步问题；分数阶 Chua 系统的混沌与同步问题在文献[9]中进行了探讨；文献[10]讨论了具有输入

饱和的分数阶混沌系统的同步问题；文献[11]分析了分数阶 Chen 混沌系统的局部分叉理论。 
日本学者 Takagi 和 Sugeno 在 1985 年提出了 Takagi-Sugeno 模糊系统[12] [13]，其本质是将非线性的

动力学系统通过一系列局部线性系统来描述，线性系统之间通过非线性的隶属度函数来连接。目前利用

Takagi-Sugeno 模糊模型来研究非线性混沌系统的控制与同步等问题目前已经成为研究混沌模型的主要

方法之一。如：文献[14]研究了基于 Takagi-Sugeno 模型的非 PDC 观测器的跟踪控制器在混沌控制中的

应用；文献[15]讨论了降阶模糊控制器对 Lorenz-Stenflo 系统的控制和同步问题；文献[16]考虑了输入未

知的 Takagi-Sugeno 模糊系统在混沌同步中的应用问题；目前这些讨论主要是基于整数阶 Takagi-Sugeno
模糊系统对混沌系统的研究。本文基于分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统理论建立了分数阶 Chen 混沌系统

的 Takagi-Sugeno 模糊模型，讨论了分数阶 Chen 混沌系统的控制问题。 

2. 分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统 

2.1. Caputo 型分数阶导数 

在分数阶微积分理论整个发展的历史过程中，许多学者和研究人员从不同的角度给出了分数阶微积

分的定义。比较常用的有 Grünwald-Letnikov (G-L)型定义，Riemann-Liouville (R-L)型定义和 Caputo 型定

义，本文使用 Caputo 型分数阶微积分的概念。 
定义 1 [17]：Caputo 型分数阶微分的定义为 

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )1

1 d , 1
r

tC
a t ra

f
D f t r r

r t
α

α

τ
τ α

α τ + −= − ≤ <
Γ − −

∫                        (1) 

其中 ( )Γ ⋅ 是 gamma 函数， r N∈ 。为了讨论方便，本文中用 Dα 表示 C
a tDα 算子。 

2.2. 分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统 

Takagi-Sugeno 模糊模型自产生之日起就是处理非线性系统问题的有效方法之一。混沌系统是一类典

型的非线性系统，本文利用分数阶 Takagi-Sugeno 模糊模型来研究非线性分数阶 Chen 混沌系统的控制问

题。首先我们介绍分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统。 
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考虑如下形式的分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统： 
Rule i: If ( )1z t  is 1iM  and … ( )pz t  is ipM ; 

Then ( ) ( ) ( )
( ) 00

i iD x t A x t B u t
x x

α = +


=
 

其中， 1,2, ,i r=  ，r 是模糊推理规则的数目， ( )1,2, ,ijM j p= 
是模糊集合， ( ) ( )1 , , pz t z t

是前件变量，

可以是状态、输入或输出变量。 ( ) nx t R∈ 是状态变量， ( ) mu t R∈ 是输入变量， ( )0 1α α< ≤ 是分数阶

Takagi-Sugeno 模糊系统的阶数。 n n
iA R ×∈ 和 n m

iB R ×∈ 是系统的已知系数矩阵，则全局分数阶

Takagi-Sugeno 模糊系统模型可以表示为如下形式： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

1

00

r

i i i
i

D x t h z t A x t B u t

x x

α

=

 = +

 =

∑                           (2) 

其 中 ， ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , pz t z t z t z t =   ， ( )( ) ( )( ) ( )( )
1

r

i i i
i

h z t w z t w z t
=

= ∑ ， ( )( ) ( )( )
1

p

i ij j
j

w z t M z t
=

=∏ ，

( )( )ij jM z t 是 ( )jz t 在模糊集合 ijM 中的隶属度函数，且满足： 

( )( )
( )( )

1
0

0

r

i
i

i

w z t

w z t
=

 >

 ≥

∑  

( )( )
( )( )

1
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下面介绍分数阶 Takagi-Sugeno 模糊闭环系统渐进稳定的结论。 
引理 1 [18]：如果存在一个对称正定矩阵 Q，矩阵 iM  ( 1, 2, ,i r=  )，使得下面的 LMIs 成立 

( )T 0, 1,2, ,i i i i i iAQ B M AQ B M i r− + − < =  ,                       (3) 

( )T
0, 1i i j j j i i i j j j iAQ B M A Q B M AQ B M A Q B M i j r− + − + − + − < ≤ < ≤ ,        (4) 

则分数阶 Takagi-Sugeno 模糊闭环系统(2)是渐进稳定的。 

3. 分数阶 Chen 混沌系统 

3.1. 分数阶 Chen 混沌系统 

下面给出分数阶 Chen 混沌自治系统的模型描述，其中 ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2 3, ,x t x t x t x t=    为混沌系统的状态

变量，a、b 和 c 表示混沌系统的参数，α 表示分数阶阶数且满足 0 1α< ≤ ： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

2 1 1 3 2

3 3 1 2

,

,
.

D x t a x t x t

D x t c a x t x t x t cx t
D x t bx t x t x t

α

α

α

 = −
 = − − +
 = − +

                    (5) 

其中， 35a = ， 3b = ， 28c = 时，取 0.95α = 时，初值 ( ) [ ]T9 10 5  4x − −= 时相应的分数阶 Chen 系统的

状态轨迹如图 1 所示。 
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Figure 1. Chaotic behaviors of the fractional order Chen system 
图 1. 分数阶 Chen 混沌系统的仿真曲线 

3.2. 分数阶 Chen 混沌系统的 Takagi-Sugeno 模糊模型 

本节给出分数阶 Chen 混沌自治系统的分数阶 Takagi-Sugeno 模糊模型。取 [ ]1 ,x d d∈ − ， 0d > ，根

据混沌系统的有界性可知此假设是合理的。选择 ( )1x t 作为模糊规则的前件变量，分数阶 Chen 混沌系统

可以表示成如下形式的分数阶 Takagi-Sugeno 模糊模型： 

Rule 1: If ( )1x t  is ( )( )1 1F x t , then ( ) ( )1D x t A x tα = ; 

Rule 2: If ( )1x t  is ( )( )12F x t , then ( ) ( )2D x t A x tα = . 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) T
1 2 3, ,x t x t x t x t=    ， 

1

0

0

a a
A c a c d

d b

− 
 = − − 
 − 

， 2

0

0

a a
A c a c d

d b

− 
 = − 
 − − 

 

对应隶属度函数为： 

( )( ) ( ) ( )( )1 1 11 2 1F x t x t d= −  

( )( ) ( ) ( )( )2 1 11 2 1F x t x t d= +  

分数阶 Chen 混沌系统的全局分数阶 Takagi-Sugeno 模糊模型可表示为： 

( ) ( )( ) ( )
1

2

i i
i

D x t z t x tF Aα

=

= ∑                                (6) 

且 

( )( )
( )( )
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3.3. 基于分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统的分数阶 Chen 混沌系统的控制 

本节考虑基于分数阶 Takagi-Sugeno 模糊模型的分数阶 Chen 混沌系统的控制问题，即讨论分数阶混

沌系统的镇定问题。假设对分数阶 Chen 混沌系统施加控制输入如下： 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1

2 1 1 3 2

3 3 1 2

,

,
.

D x t a x t x t

D x t c a x t x t x t cx t u t
D x t bx t x t x t

α

α

α

 = −
 = − − + +
 = − +

                     (7) 

根据对分数阶 Chen 混沌系统的建模过程可得，对系统施加控制后其分数阶 Takagi-Sugeno 模糊模型为： 

Rule 1: If ( )1x t  is ( )( )1 1F x t , then ( ) ( ) ( )1 1D x t A x t B u tα = + ; 

Rule 2: If ( )1x t  is 2 1( ( ))F x t , then ( ) ( ) ( )2 2D x t A x t B u tα = + . 

其中， [ ]1 2 010 TB B= =
。

 

利用 PDC 设计模糊控制器，考虑以下模糊控制规则： 

Rule 1: If ( )1x t  is ( )( )1 1F x t , then ( ) ( )1u t K x t= − ; 

Rule 2: If ( )1x t  is ( )( )12F x t , then ( ) ( )2u t K x t= − . 

则系统的模糊控制器总输出为： 

( ) ( )( ) ( )1

2

1
, 1, 2i

i
iu t F x t K x t i

=

= − =∑                                 (8) 

将上面给出的控制律带入，则相应的分数阶 Takagi-Sugeno 模糊闭环系统可表述为： 

( ) ( )( )( ) ( )
1 1

r r

i i i j
i j

D x t h z t A B K x tα

= =

= −∑∑                               (9) 

根据引理 1，如果存在一个对称正定矩阵 Q，矩阵 1M 及 2M ，使得下面的 LMIs 成立，则分数阶

Takagi-Sugeno 模糊闭环系统是渐进稳定的，其中状态反馈增益矩阵 1
iiK M Q−=  ( 1, 2i = )。 

( )1 1 1 1 1 1
T 0A Q B M A Q B M− + − <  

( )2 2 2 2 2 2
T 0A Q B M A Q B M− + − <  

( )1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 1
T 0A Q B M A Q B M A Q B M A Q B M− + − + − + − <                  (10) 

由前面的讨论可知，当存在对称正定矩阵 Q，矩阵 1M 及 2M ，使得以上线性矩阵不等式成立时，分

数阶 Chen 混沌系统是可镇定的。将参数 35a = ， 3b = ， 28c = ，并选 30d = 带入 1A 、 2A ，应用 Matlab
求解上述的线性矩阵不等式，可以得到如下的可行解： 

0.1782 0.0213 0.0049
0.0213 0.4162 0.0004
0.0049 0.0004 0.5926

Q
− 

 =  
 − 

 

[ ]1 12.8975 16.4537 2.9931M = −  

[ ]2 13.0224 16.2451 5.2164M =  

又由于状态反馈增益矩阵 1
iiK M Q−=  ( 1, 2i = )，可得 
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[ ]1 67.9598 36.0601 4.5110K = −  

[ ]2 69.1121 35.4868 9.3520K =  

根据并行分布补偿原理知， 

( ) ( )( ) ( )1

2

1
, 1, 2i

i
iu t F x t K x t i

=

= − =∑  

将反馈增益带入，计算出系统的模糊控制器总输入 ( )u t ，代入分数阶 Chen 混沌系统，对分数阶不确

定 Chen 混沌系统进行稳定化控制。当 0.95α = 时，初值取 ( ) [ ]T9 10 5  4x − −= 做分数阶 Chen 混沌系统(7)
的仿真图，图 2 是加了控制后的分数阶 Chen 混沌系统的状态曲线，图 3 是系统的控制曲线，可以看到分

数阶 Chen 混沌系统的状态曲线和控制曲线很快趋向于原点。此时，在控制器的作用下分数阶 Chen 混沌

系统是可镇定的。 
 

 
Figure 2. Control results of the fractional order Chen system 
图 2. 添加了控制后的分数阶 Chen 混沌系统的状态曲线 

 

 
Figure 3. Control curve of the fractional order Chen system 
图 3. 分数阶 Chen 混沌系统的控制曲线 
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4. 结论 

本文讨论了分数阶 Chen 混沌系统的控制问题。首先介绍了分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统及其稳定

化条件。接着对分数阶 Chen 混沌系统建立了分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统模型，利用建模得到的分数

阶 Takagi-Sugeno 模糊系统的稳定化条件对分数阶 Chen 混沌系统进行控制。本文对阶数 0.95α = 的 Chen
混沌系统进行了仿真，验证了分数阶 Takagi-Sugeno 模糊系统对分数阶 Chen 混沌系统控制的有效性。 
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