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摘  要 

该文以经典灰色关联决策为参照，构造加权范数计算相对贴近度，进而得到决策结果。首先根据各种实

际因素的影响程度确定各指标因素的权重，从而确定加权范数。其次，利用加权范数算出理想方案序列

与被选方案序列之间的距离。最后，利用被选方案的相对贴近度值，选出最优方案。该文的加权方法因

主、客观因素制宜，使得决策结果更具合理性和灵活性，更利于决策者根据实际需要加以选择。 
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Abstract 
In this paper, based on the classical grey relational decision, the relative closeness degree is cal-
culated by using the weighted norm, and then the decision result is obtained. First, the weight of 
each indicator factor is determined by the degree of influence of various real factors, which gives the 
weighted norm. Second, the weighted norm is utilized to calculate the distance between the ideal 
scheme sequence and the selected one. Finally, the optimal scheme is chosen according to the rel-
ative closeness values of the selected scheme. The weighting method in this paper is adapted to 
subjective and objective factors, which makes more reasonable and flexible decision-making re-
sults, and becomes more convenient to choose for decision-makers. 
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1. 引言 

一般的抽象系统都包含着许多不同的因素，往往这些不同的因素共同决定了该系统的变化趋势，但

单纯采用数理统计中的方法对抽象系统的分析往往不能达到理想的效果。灰色关联分析方法很好地解决

了数理统计遗留下的问题，通常不会出现量化结果与定性分析结果不符的情况[1]。并且随着灰色关联度

理论的不断丰富[2]，以及在邓氏灰色关联度基础上进行的改进与拓展研究[3] [4] [5] [6]，有学者提出在传

统的灰色关联决策模型的基础上产生新的灰色关联决策模型[7] [8] [9]。在利用决策模型解决实际的问题

过程中，为了避免指标因素不加权来解决实际问题的不准确性，有学者采用加权后关联系数的目标最优

值来确定各指标因素的权重[10]以及提出利用灰色关联求取权重的方法[11]。同时，也为了避免利用传统

的 TOPSIS 方法求取距离来解决实际问题的不准确性[12] [13] [14]，有学者提出对传统的 TOPSIS 方法进

行改进并将其运用到不同的领域中[15] [16]。 
传统的 TOPSIS 法，通常采用的是标准的欧式距离衡量被选方案与理想方案之间的贴近程度。该公

式并没确定各指标因素的权重大小。在定量计算中，各指标因素在决策过程中的权重是十分重要的评判

依据，而标准距离恰好忽略了各要素的权重。这就会出现量化结果与定性分析结果不一致的情况。因此，

只凭借着理想方案与被选方案之间的标准距离来衡量两个方案的贴近程度是不够准确的。 
在传统的决策模型中，当被选方案与正理想方案最贴近时，并不一定远离负理想方案。在此我们提

出基于加权范数的决策模型，既考虑到了被选方案与理想方案的距离问题，又能明显体现它与负理想方

案的距离。同时，为了提高决策模型的综合分析评价能力和普遍适用性，我们拟采用基于 TOPSIS 的思

想定义“相对贴近度”模型。 

2. 极值规范化 

设某决策问题中的被选方案集合为 { }1 2, , , nC C C C=  ，指标因素集合为 { }1 2, , , nP P P P=  ，方案 iC
在指标 jP 下的效果评价值为 ijc 。为了消除量纲和极差的影响，首先对指标因素数值进行极值规范化处

理。 
设理想方案 ( )0 01 02 0, , , nC c c c+ + + +=  。其中： ( )0 1, 2, ,jc j n+ =  为第 j 个指标的理想最优效果值。则方案

指标决策矩阵为： 

0 01 02 0

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

n

n

n

m m m mn

C c c c
C c c c

B C c c c

C c c c

+ + + +   
   
   
   = =
   
   
   
   







    



, 

其中 ijc 为第 i 个方案的第 j 个指标的效果值。 
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由于 ( )0 1, 2, ,jc j n+ =  可分为效益型指标和成本型指标，所以采用两种不同的极值规范处理方法。令： 

{ } ( )0 1max max , , ,j i ij j j mjM c c c c= =  , 

{ } ( )0 1min min , , ,j i ij j j mjm c c c c= =  , 

0
*

0

,

,

,

.

j ij
j

j j
ij

ij j
j

j j

M c
c

M m
c

c m
c

M m

+

+

−
 −=  −
 −

当 为成本型指标时

当 为效应性指标时
 

则经极值规范后，极值规范矩阵为： 

* * * *
0 01 02 0
* * * *
1 11 12 1
* * * *

1 2 21 22 2

* * * *
1 2

n

n

n

m m m mn

C c c c
C c c c

B C c c c

C c c c

   
   
   
   = =
   
   
   
   







    



. 

其中 [ ]* *
0 1, 0,1 , 1, 2, , ; 1, 2, ,j ijc c i m j n= = =∈   。 

设负理想方案为 ( )0 01 02 0, , , nC c c c− − − −=  。其中 ( )0 1, 2, ,jc j n− =  为第 j 指标的最劣值。则方案指标决策

矩阵为： 

0 01 02 0

1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

n

n

n

m m m mn

C c c c
C c c c

D C c c c

C c c c

− − − −   
   
   
   = =
   
   
   
   







    



, 

其中 ijc 为第 i 个方案的第 j 个指标的效果值。利用与前面相同的方法，得到极值规范矩阵为： 

* * * *
0 01 02 0
* * * *
1 11 12 1
* * * *

1 2 21 22 2

* * * *
1 2

n

n

n

m m m mn

C c c c
C c c c

D C c c c

C c c c

   
   
   
   = =
   
   
   
   







    



. 

其中 [ ]* *
0 0, 0,1 , 1, 2, , ; 1, 2, ,j ijc c i m j n= = =∈   。 

3. 决策模型 

3.1. 基于加权范数的决策模型 

主权赋权法，是决策者根据各要素属性的重要程度来确定属性权重的方法，其原始数据由专家根据

经验主观判断而得到。本文采用的主观赋权法是层析分析法。利用层次分析法对各指标因素所赋予的权

重进行一致性检验，一致性检验通过则合理。令各指标因素权重为： 

( )1 2, , , nW w w w=  . 
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定义 3.1 设 ( )1 2, , , ny y y y=  ，令： 

( )2

1

n

i i
i

y w y
=

= ∑ , 

其中 [ ]1 1, 0,1n
j jj w w

=
= ∀ ∈∑ 。我们称 ⋅ 表示权重为 W 的加权范数。 

定理 3.1 定义 3.1 中给出的范数满足非负性，齐次性及三角不等式性。 
证明：1) 非负性。显然成立。 

2) 齐次性。对于任意的实数 λ ，我们有： 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2
1 1 2 2

22 2
1 1 2 2

.

n n

n n

y w y w y w y

w y w y w y

y

λ λ λ λ

λ

λ

= + + +

= + + +

=



  

3) 三角不等式性。因为对于每个1 j n≤ ≤ ， 
2

,

j j j j j j j j

j j j j j j j j

w x y w x y x y

w x x y w y x y

+ = + +

≤ + + +
 

则： 
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.
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化简得： 
1 1 1
2 2 22 2 2

1 1 1

n n n

j j j j j j j
j j j

w x y w x w y+
= = =

     
     
    

≤ +


∑ ∑ ∑ . 

即 x y x y+ ≤ + 。 
定理 3.2 设理想方案、负理想方案及被选方案分别为： 

( )0 01 02 0, , , nC c c c+ + + +=  , 

( )0 01 02 0, , , nC c c c− − − −=  , 

( )1 2, , ,i i i inC c c c=  , 

其中 1,2, ,i m= 
。 

令 0 0
0 , iC C 分别为 0 , iC C+ 经过极值规范化处理后的序列， 0iS + 为利用加权范数算出理想方案序列与被选

方案序列之间的距离，则： 

( )20 0
0 0

1

n

i j j ij
j

S w c c+

=

−= ∑ . 
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令 1 1
0 , iC C 分别为 0 , iC C− 经过极值规范化处理后的序列， 0iS − 为利用加权范数算出负理想方案序列与被

选方案序列之间的距离，则： 

( )21 1
0 0

1

n

i j j ij
j

S w c c−

=

−= ∑ . 

定义 3.2 设 0 0,i iS S+ − 分别为利用加权范数求取被选方案与理想方案和负理想方案的距离，则称： 

( )0
0

0 0

, 1, 2, ,i
i

i i

S
C i m

S S

−

+ −= =
+

  

为被选方案 iC 与理想方案 0C 之间相对贴近度。 
定理 3.3 设 ( )1 2, , , nW w w w=  为指标因素的权重，其中

1
1n

jj
w

=
=∑ 且 [ ]0,1jw∀ ∈ 。若极值规范矩阵 1B  

和 1D 固定，则 iC 与 0C 的相对贴近度受第 k 个因素的影响程度取决于 kw 的取值。 
证明：注意到 

( )
( ) ( )

21 1
010

0 2 20 0 1 10 0
0 01 1

n
j j ijji

i
n ni i

j j ij j j ijj j

w c cS
C

S S w c c w c c

−
=

+ −

= =

−
= =

+ − + −

∑

∑ ∑
. 

它是定义在超平面区域
1

1n
jj

w
=

=∑ 中关于 ( )1 2, , , nW w w w=  的多元函数。于是 0C 与 iC 的相对贴近度受第

k 个因素的影响程度可以从 kw 的两种变化趋势看出来。当 0kw → 时， 

( )

( ) ( )

21 1
1 0

0
0 2 20 0 0 0 1 10 0 1 10 0

lim lim
k k

n
j j j ij
j ki

iw w n ni i j jj j ij j j ij
j k j k

w c c
S

C
S S w c c w c c

=−
≠

+ −→ →
= =
≠ ≠

−
= =

+ − + −

∑

∑ ∑
. 

此时它的取值与其余 1n − 个因素相关，而与第 k 个因素无关。当 1kw → 时， 

( )
( ) ( )

0
01 1

0 0

21 1
0

2 20 0 1 1
0 0

1 1
0

0 1
0 0

lim lim

.

k k

i
iw w

i i

k k ik

k k ik k k ik

ik k

k k

S
C

S S

w c c

w c c w c c

c c
c c

−

+ −→ →
=

+

−
=

− + −

−
=

−

 

此时它的取值仅与第 k 个因素相关。 
传统 TOPSIS 方法中求取被选方案与正负理想方案之间的距离时，采用的是欧氏距离，是没有考虑

到各指标因素之间的关联性的；而本文是利用加权范数求取被选方案与正负理想方案之间的距离，将各

指标因素之间的关联性考虑进去，改进了传统 TOPSIS 求取距离的方法。因此，在此基础上构建相对贴

近度模型使做出的决策更加的准确。 

3.2. 基于加权范数的决策算法步骤 

基于加权范数的决策算法步骤如下： 
1) 首先构造方案指标决策矩阵 B 和 D； 
2) 再者将决策矩阵 B 和 D 中的效果评价值 ijc 进行极值规范化处理，得到 2 个极值规范矩阵 1B 和 1D ； 
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3) 根据厂家的实际情况和需要，赋值被选方案与理想方案和负理想方案的各指标因素的权重 W； 
4) 根据定义 3.1 和定理 3.2 确定加权范数并利用加权范数计算出正负理想方案与被选方案的距离； 
5) 利用定义 3.2 计算出被选方案的相对贴近度值 0iC ，并依据 0iC 的大小对方案进行排序，最终选出

最优方案。 

4. 案例分析 

某造船厂某一船舶建造工程项目有 4 个建造方案，每个方案有 6 个指标，每个指标具体数据见表 1。
现需要在这 4 个建造方案中选择一个最优方案或者对这 4 个方案进行排序，以供厂方在做决策时进行参

考(这里我们以文献[7]的算例分析为例)。 
 
Table 1. Ship construction project 
表 1. 船舶建造工程项目 

 工期/天 劳动成本/万元 资金时间成本/万元 利润/万元 船坞占用周期/天 预期返工率/% 

A1 256 3020 140 1543 80 1.7 

A2 243 2867 133 1482 74 1.3 

A3 268 3175 156 1435 89 1.6 

A4 239 2820 127 1429 72 1.2 
 

该案例的理想方案为： 

( )0 239,2820,127,1543,72,1.2A+ = , 

负理想方案为： 

( )0 268,3175,156,1429,89,1.7A− = , 

由此可以构造决策矩阵： 

0

1

2

3

4

239 2820 127 1543 72 1.2
256 3020 140 1543 80 1.7
243 2867 133 1482 74 1.3
268 3175 156 1435 89 1.6
239 2820 127 1429 72 1.2

C
C

B C
C
C

+   
   
   
   = =
   
   
     

; 

0

1

2

3

4

268 3175 156 1429 89 1.7
256 3020 140 1543 80 1.7
243 2867 133 1482 74 1.3
268 3175 156 1435 89 1.6
239 2820 127 1429 72 1.2

C
C

D C
C
C

−   
   
   
   = =
   
   
     

. 

对决策矩阵 B 和 D 进行极值规范化处理，可以得到矩阵： 

1

1 1 1 1 1 1
0.41 0.44 0.55 1 0.53 0
0.86 0.87 0.79 0.46 0.88 0.8

0 0 0 0.05 0 0.2
1 1 1 0 1 1

B

 
 
 
 =
 
 
  

; 
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1

0 0 0 0 0 0
0.41 0.44 0.55 1 0.53 0
0.86 0.87 0.79 0.46 0.88 0.8

0 0 0 0.05 0 0.2
1 1 1 0 1 1

D

 
 
 
 =
 
 
  

. 

对于不同的厂家，具体情况也会不同。比如说，有的厂家更注重资金这个指标因素，而对于时间这

个指标因素考虑要宽松一些；而有的厂家正好与之相反。因此，对于不同的厂家，我们要根据实际情况

制定出各指标因素权重的赋值结果。为了方便比较，我们拟对权重 W 做 3 种不同的赋值。 
首先，对各指标因素赋予相等的权重，赋值如下： 

1 1 1 1 1 1, , , , ,
6 6 6 6 6 6

W  =  
 

. 

根据定理 3.2，利用加权范数算出正负理想方案序列与被选方案序列之间的距离： 

0

0.5895
0.2667
0.9611
0.4083

iS +

 
 
   =   
 
 

; 0

0.5694
0.7902
0.0841
0.9129

iS −

 
 
   =   
 
 

. 

利用定义 3.2 分别计算各被选方案的相对贴近度： 

01
01

01 01

0.5694 0.4913
0.5694 0.5895

S
C

S S

−

+ −= = =
++

. 

同理可得 02 0.7477C = ， 03 0.0805C = ， 04 0.6910C = 。因此得出 4 个被选方案的优劣排序为： 

2 4 1 3A A A A    

可以得出 2A 为最优方案。 
其次，将各指标因素分别赋予两种不同的权重 W，赋值如下： 

1) ( )0.5718,0.1489,0.1857,0.0312,0.0312,0.0312W = , 

2) ( )0.0312,0.0312,0.0312,0.5718,0.1489,0.1857W = . 

这样，与上面计算类似，得到新的优序排列，并将两者的相关结果列表 2 如下： 
 
Table 2. Decision data based on weighted norm 
表 2. 基于加权范数的决策数据 

各指标因素赋予的权重(1) 各指标因素赋予的权重(2) 

0iS +  0iS −  0iC  0iS +  0iS −  0iC  

0.5669 0.4702 0.4534 0.4955 0.7965 0.6164 

0.1808 0.8380 0.8225 0.4229 0.6491 0.6055 

0.9928 0.0364 0.0354 0.9367 0.0941 0.0913 

0.1766 0.9843 0.8478 0.7561 0.6544 0.4639 

优序排列为： 4 2 1 3A A A A    优序排列为： 1 2 4 3A A A A    

 
以上是对权重 W 三种不同的赋值。当将各指标因素赋予相等的权重时，得出的最佳决策方案为 2A ；
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当我们把六个指标因素分成两组时：将前三个因素赋予较大的权重且它们的和趋近于 1，我们得出的最

佳决策方案为 4A ；将后三个指标因素赋予较大的权重且它们的和趋近于 1，我们得出的最佳决策方案为

1A 。根据定理 3.3 分析可得，若极值规范矩阵固定，当指标因素的权重等于 1 时，决策结果则只和该指

标因素有关，而 iC 与 0C 的相对贴近度取决于 W 的取值。我们很清楚的看到，根据后两种权重的分配所

算出的最佳决策方案与等权时的最佳决策方案各不相同，这就说明了分配权重较大的指标因素是可以影

响最佳决策结果的，由此也可以看出该决策模型的灵敏性较高。另一方面，由于极值规范矩阵的数值对

相对贴近度产生基本的影响，所以最终的决策结果不仅与 W 的赋值有关，而且与极值规范矩阵的数值有

关。因此，根据厂家实际情况的需要，合理分配权重从而选出最佳方案的基于加权范数的决策模型是可

行的。同时，决策结果与实际分析相吻合，表明了基于加权范数决策模型是合理的。 

5. 结论 

本文采用了极值规范化对数据进行预处理消除量纲的影响，将数据缩小至区间(0, 1)之间，这样既减

少了运算量，又保留了原始数据之间的联系。这种技术化的处理主要参考了一般灰色决策模型，如文献

[7]等。其次，对于多属性决策模型，本文提出了基于加权范数的决策模型。根据不同的需求，赋予各指

标因素的权重并构建加权范数计算被选方案与理想方案之间的距离。考虑到了各指标因素之间的影响，

这种方法是对传统 TOPSIS 法计算距离做了进一步的改进，使得决策结果更加准确。这种优越性主要体

现在两个方面： 
1) W 的赋值充分考虑了厂家或企业的本身实际情况，使得决策结果具有一定主观能动性，而这种主

观能动性在实际决策中将起到重要的作用。 
2) 范数的引进又充分考虑了各因素的客观事实，使得决策不会偏离严谨的计算结果。 
总之，根据计算结果和实际情况对比分析可得，本文基于加权范数的决策模型具有一定的推广价值，

很大程度上的丰富和发展了决策理论。 
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