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摘  要 

针对一类时域Maxwell方程最优控制问题，借助Lagrange乘子法和Helmholtz分解理论，推导出由状态

方程、对偶状态方程、一阶最优性条件构成的最优性系统，分别利用时域有限差分(FDTD)格式和四阶差

分格式离散最优性系统，得到最优性系统的离散格式。最后，建立数值算例分别求解基于两种差分格式

的Maxwell方程最优控制问题。为了避免求解大型耦合代数方程，采用迭代法进行计算，数值结果验证

了理论分析结论的正确性。 
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Abstract 
Aiming at a class of time-domain Maxwell equation optimal control problems, an optimality sys-
tem composed of equation of state, dual equation of state and first-order optimality condition is 
derived by using Lagransssge multiplier method and Helmholtz decomposition theory. The fi-
nite-difference time-domain (FDTD) scheme and fourth-order difference scheme are used to dis-
cretization the optimality system, respectively. The discrete scheme of the optimality system is 
obtained. Finally, numerical examples are established to solve the Maxwell equation optimal con-
trol problem based on the two difference schemes. In order to avoid solving large coupled alge-
braic equations, the iterative method is used for calculation, and the numerical results verify the 
correctness of the theoretical analysis. 
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1. 引言 

电磁学在许多现代应用和技术中起着重要的作用，它们包括在能源科学、纳米技术、生命科学、磁约

束聚变、磁悬浮技术、微波加热、传感器技术等领域的应用。近年来，在物理或者工程等实际领域中的很

多问题都可以划归为 Maxwell 方程约束的最优控制问题。这种复杂的电磁过程的最优控制是具有挑战性的，

需要仔细的数学和数值研究。对于 Maxwell 方程最优控制问题，通常采用有限元法(FEM)进行求解，即建

立离散的目标泛函，通过有限元方法推导出状态变量和对偶状态变量的离散格式及其最优性条件进行求解。

众所周知，求解 Maxwell 方程的方法除了 FEM 之外，还有矩量法(MoM)、边界元法(BEM)、差分法等。本

文主要考虑 Maxwell 方程最优控制问题的 FDTD 法、四阶差分法，其中 FDTD 法在时间和空间上均为二阶

收敛，四阶差分法在时间上二阶收敛，空间上四阶收敛。FDTD 法是由 K.S.Yee [1]在 1966 年首次提出的一

种计算电磁场的新方法，许多研究(如[2]-[7])表明，在简单介质中，麦克斯韦方程的高阶 FDTD 法比 Yee
格式[8] [9]更准确和有效。特别是高阶空间差分格式降低了色散误差和相位速度各向异性误差。 

随着 Maxwell 方程的数值计算得到了深入的研究，截止目前，Maxwell 方程最优控制问题已有一些

研究成果，如抛物型涡流方程[10] [11] [12] [13]的最优控制，这与电磁流测量中的应用问题有关(另见[14])。
对 Maxwell 方程的边界可控性的早期贡献可以在[15] [16]中找到。我们还提到了[17]-[23]对线性时谐波涡

流方程的最优控制[24]，而对于非线性的情况，2013 年，I.Yousept 等人[25]对拟线性椭圆型电磁场偏微

分方程的最优控制展开了研究。2017年，S.Nicaise [26]和V.Bommer [27]等人研究了拟线性抛物型Maxwell
方程的最优控制。对于文献[27]中研究的时域 Maxwell 方程最优控制问题，在求解时域 Maxwell 方程最

优控制问题时采用 FEM 进行求解。根据文献检索可知，对于 Maxwell 方程最优控制问题，用差分法进行

数值求解的研究工作很少，大多都是基于差分法进行 Maxwell 方程的数值求解。因此，本文讨论时域

Maxwell 方程最优控制问题的差分法。 
本文的结构如下：第二节给出模型问题，采用先优化后离散的方案，利用偏微分方程最优控制理论

给出对偶状态方程和一阶最优性条件，得到最优性系统；第三节给出最优性系统的标量形式，利用 FDTD
法和四阶差分法对最优性系统建立离散格式；第四节采用迭代法计算 Maxwell 方程最优控制问题，并给

出了基于 FDTD 法和四阶差分法的数值实验结果，验证了两种差分格式的有效性；第五节是总结部分。 

2. 模型描述 

设 2Ω ⊂  是一个有连通 Lipschitz 边界Γ = ∂Ω的有界域。此外，我们考虑了一个具有连通的 Lipschitz
边界 c cΓ = ∂Ω ，其中控制域 cΩ ⊆ Ω。我们的目标是在 cΩ 中找到一个最优的电流密度和随时间变化的振

幅，从而驱动电场和磁场达到所需的水平。 
本文考虑如下 Maxwell 方程最优控制问题： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 2

2 2 2 2
0,

1Minimize ,
2 2 2c

a
d d L TT T a

µ

λ λ
ΩΩ Ω

− + − + +u
LL L

E E H H curl u


           (1) 
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函数 u和 a 满足状态方程： 

( )
( )
( )

( )
( )

0

0

in 0, ,
0 in 0, ,

0 in 0, ,
·,0 in ,
·,0 in ,

ct

t

a T
T
T

σ χ
µ

Ω− + = Ω×
 + = Ω× × = Γ×
 = Ω


= Ω

E curl H E u
H curl E

E n
E E
H H



                          (2) 

对电流密度 ( )x=u u 的无散度约束(电荷守恒定律)以及对随时间变化的振幅 ( )a a t= 的约束为： 

( ) ( )min max

0 in ,
a.e. in 0, ,

cdiv
a a t a T

= Ω
 ≤ ≤

u
                              (3) 

以上描述的是一个受 Maxwell 方程约束的最优控制问题，假设 Maxwell 方程的解满足完美导体(PEC)
边界条件。在该问题中， E 表示电场， H 表示磁场， 、 µ 、σ ： 2 2×Ω →  分别表示介电常数、磁导

率、电导率，n为边界 Γ的外法向量， cn 为边界 cΓ 的外法向量，向量场 dE 、 dH 分别表示最终时刻T +∈
时所期望的电场和磁场，两者均为给定函数。常数 min maxa a≤ 表示过程中所允许振幅的最小值和最大值，

λu 、 aλ
+∈ 为控制成本参数。目标泛函(1)中加权范数 ( ) ( ) ( )22

2 ,
ΩΩ

⋅ = ⋅ ⋅ LL
 ， ( ) ( ) ( )22

2 ,
µ

µ
ΩΩ

⋅ = ⋅ ⋅ LL
。 

引理 1.1 [17]最优控制问题(1)存在一个最优解。 
接下来引入集合： 

( ) ( ) ( ){ }2 2; ,c c cdiv divΩ = ∈ Ω ∈ ΩH q L q L  

( ) ( ){ }0 ; ; | 0 on ,c c c cΩ = ∈ Ω × = ΓH curl q H curl q n  

( ) ( ){ }0; ; | 0 in ,c c cdiv div div= Ω = ∈ Ω = ΩH q H q  

( ) ( )0 ; 0; ,feas
c cdiv= Ω = ΩH curl H  

( ) ( ) ( ){ }2
min max0, | a.e. in 0, ,feas a L T a a t a T= ∈ ≤ ≤  

利用 Lagrange 乘子法，以及 Helmholtz 分解理论，有以下结论成立： 
定理 1.2 令 ( ), feas feasa ∈ ×u   ，问题(1)~(3)存在唯一的最优解{ }, , ,aE H u ，当且仅当存在对偶状态

变量{ },K Q ，使得{ }, , , , ,aE H K Q u 满足如下的最优性系统： 

( )
( )
( )

( )
( )

0

0

in 0, ,
0 in 0, ,

0 in 0, ,
·,0 in ,
·,0 in ,

ct

t

a T
T
T

σ χ
µ

Ω− + = Ω×
 + = Ω×

× = Γ×
 = Ω


= Ω

E curl H E u
H curl E

E n
E E
H H



                           (4) 

( )
( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

0 in 0, ,
0 in 0, ,

0 in 0, ,
in ,
in ,

t

t

d

d

T
T
T

T T
T T

σ
µ
 − − = Ω×
 + = Ω× × = Γ×
 = − Ω


= − Ω

K curl Q K
Q curl K

K n
K E E
Q H H



                             (5) 

( ) 2
1

(0, ), in ,
0 in ,
0 on

cL T

c

c c

a
div

ϕ λ− +∇ = − Ω
 = Ω
 × = Γ


ucurl curl u K
u

u n
                          (6) 
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( ) [ ] ( ) ( ) [ ]
min max,

1 , , , d d , 0, .
c

a a
a

a t x y t x y x y t T
λ Ω

 
= − ⋅ ∀ ∈ 

 
∫ K u                    (7) 

证明：定义 Lagrange 函数 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

2 22 2

2 22 2

2 2 2 2
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0, 0,
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0,
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1
2 2 2

d d d d d d

1
2 2 2

d d d d d d

c

c

c

a
d d L T

t tT T

a
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T T a

a x y t x y t

T T a

x y t x y t

µ

µ

λ λ

σ χ µ
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σ

ΩΩ Ω

ΩΩ× Ω×
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Ω× Ω
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= − + − + +
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E H u K Q
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E E H H curl u
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( ) ( )( )0, 0,

d d d
cT T

a x y tχΩ× Ω×
− − − ⋅∫∫ ∫∫ curl H u K

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 22 2

0, 0,

2 2 2 2
0,

0, 0,

0, 0,
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1
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d d d d d d d d

d d d d d d

d d d
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c

tT T
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d d L T

tT T

T T

x y t x y t

T T a
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µ
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Ω Ω× Ω×
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∫∫ ∫∫

∫ ∫∫ ∫∫
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LL L

curl E Q H Q

E E H H curl u

E K E K E K

curl H u K curl Q E

E n Q



 

( ) ( )0, 0,
d d d ,tT T

x y tµ
Γ× Ω×

− ⋅∫∫ ∫∫ H Q

 

最后一个等式由 Green 公式得到，且由边界条件可知，最后一个等式的最后一项为零。 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0,

0, 0,

0,

, , , , ,

d d d d d d d

d d d d d d

d d d d d

0,

d tT

T T

d tT

D L a

T T x y T T x y x y t

x y t x y t

T T T x y x y t

σ

σ

Ω Ω Ω×

Ω× Ω×

Ω Ω×

= − ⋅ − ⋅ − ⋅

− ⋅ − ⋅

 = − − ⋅ − − − ⋅ 

=

∫ ∫ ∫∫

∫∫ ∫∫

∫ ∫∫

E E H u K Q E

E E E E K K E

curl Q E K E

E E K E K curl Q K E

  

 

 

则有 

( ) ( ) in ,dT T= − ΩK E E  

( )0 in 0, .t Tσ− − = Ω×K curl Q K  

类似地， 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

0,

0,

, , , , ,

d d d d d

d d d

0,

d tT

T

D L a

T T T x y x y t

x y t

µ µ
Ω Ω×

Γ×

 = − − ⋅ + + ⋅ 

+ × ⋅

=

∫ ∫∫

∫∫

H E H u K Q H

H H Q H Q curl K H

K n H
 

则有 

( ) ( ) in ,dT T= − ΩQ H H  

( )0 in 0, ,t Tµ + = Ω×Q curl K  

( )0 in 0, .T× = Γ×K n  
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(6)、(7)式由 Lagrange 函数对控制 u和 a 求导，以及 Helmholtz 理论得到，具体证明见文献[27]。 
证毕。 

3. 最优性系统的离散格式 

3.1. 最优性系统 

在二维直角坐标系下，设所有的物理量均与 z 轴坐标无关，则定理 1.2 中最优性系统(4)~(7)式可以表

示成如下标量形式： 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0

, , , 0, ,

, , , 0, ,

, , , 0, ,

, , , , , , , , 0, , , 0, ,
, ,0 , , , ,0 , , , ,0 , , , ,

c

c

x
x x

y
y y

yx

x x y y

x x y y

E HE u a x y t T
t y

E HE u a x y t T
t x

EEH x y t T
t y x

E x c t E x d t E a y t E b y t x y t T
E x y E x y E x y E x y H x y H x y x y

σ χ

σ χ

µ

Ω

Ω

∂ ∂ + = + ∈Ω× ∂ ∂
∂ ∂

+ = − + ∈Ω×
∂ ∂

 ∂∂∂
= − ∈Ω×

∂ ∂ ∂
= = = = ∈Γ×
= = = ∈Ω











       (8) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

, , , 0, ,

, , , 0, ,

, , , 0, ,

, , , , , , , , 0, , , 0, ,
, , , , , , , , , , , ,

, , , , ,

x
x

y
y

yx

x x y y
T T

x x d y y d
T

d

K QK x y t T
t y

K QK x y t T
t x

KKQ x y t T
t y x

K x c t K x d t K a y t K b y t x y t T
K x y T E x y E x y K x y T E x y E x y x y
Q x y T H x y H x y

σ

σ

µ

∂ ∂
− = ∈Ω×

∂ ∂
∂ ∂

− = − ∈Ω×
∂ ∂

∂∂∂
= − ∈Ω×

∂ ∂ ∂
= = = = ∈Γ×
= − = − ∈Ω
= −





( ), ,x y












 ∈Ω

       (9) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

2

1
0,

1
0,

, , , ,

, , ,

0, , ,

, , , , 0, ( , ) ,

,

x x cL T

y y cL T

c

x x y y c

u K a x y
x

u K a x y
y

x y
x y

u x c u x d u a y u b y x y

ϕ λ

ϕ λ

ϕ ϕ

−

−

∂∆ + = − ∈Ω ∂
∂∆ + = − ∈Ω ∂

∂ ∂
+ = ∈Ω

∂ ∂
 = = = = ∈Γ

u

u
                   (10) 

( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
min max,

1 , , , , , , d d , 0, ,
c

x x y ya a
a

a t K x y t u x y K x y t u x y x y t T
λ Ω

 
= − + ∀ ∈ 

 
∫  

这里 ( ) ( )( ), , , , ,x yE x y t E x y t = E 是二维电场强度， ( ) ( ), , , ,zH x y t H x y t≡ 表示 z 方向的磁场强度，电

流密度 ( ) ( )( ), , ,x yu u x y u x y= 。 0T > 为总时间，取 [ ] [ ], ,a b c dΩ = × ，这里的 a 和 b 为正常数。初始条件

中 ( )0 ,xE x y ， ( )0 ,yE x y ， ( )0 ,H x y 为给定函数。 
对区域Ω 进行均匀剖分， 0 1 xNa x x x b= < < < =

， 0 1 yNc y y y d= < < < = ，对时间区域 [ ]0,T 剖

分为 tN 个网格，则离散的时间 kt k t= ∆ ，
t

Tt
N

∆ = ， 0,1, , tk N=  。x 方向网格点 ix i x= ∆ ，
x

b ax
N
−

∆ = ，

0,1, , xi N=  ，y 方向网格点 jy j y= ∆ ，
y

d cy
N
−

∆ = ， 0,1, , yj N=  。这里的 Δx 和 Δy 可取不同的值。 
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在接下来的两小节中讨论了最优性系统的 FDTD 格式和四阶差分格式，即对状态方程和对偶状态方

程分别采用 FDTD 格式和四阶差分格式，对最优性系统中的静磁鞍点方程(10)采用 MAC 格式，MAC 格

式类似 FDTD 格式在空间上的离散。对于未知函数 xE 、 xK 和 xu 在 x 方向的中点取值， yE 、 yK 和 yu 在

y 方向的中点取值，H、Q 和ϕ 在 x 和 y 方向的中点取值， xE 、 yE 、 xK 和 yK 在时间整节点上取值，H
和 Q 在时间半节点上取值。 

3.2. 最优性系统的 FDTD 格式 

记 ( ), , ,n
i j i j nv v x y t= ，则 

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

, ,, ,

n n n n

i j i j i j i j
n n

x i j y i j

v v v v
v v

x y
δ δ

+ − + −
− −

= =
∆ ∆

 

1 1 1 1
2 2 2 2

, , , ,
, ,, ,

n n n n

i j i j i j i jn n
t i j t i j

v v v v
v v

t t
δ δ

+ − + −
− +

= =
∆ ∆

 

因此最优性系统的离散格式为： 

1 1 1 1, , , ,
2 2 2 2

1 1 1 1, , ,
2 2 2 2

1 1,
2

1 1
1
2

11 ,,
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1 1
1
2
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3 1
2 2
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2
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2
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c
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c
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t
E E E E
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t

H H
E

t

σ δ χ

σ δ χ

µ δ

+ + + +

+ + + +

+ +

+ +

+

Ω
++

+ +
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[ ] 1 1 1 1min max , , , ,
2 2 2 2

,
1 d d .

c i j i j i j i j

n n n
x x y ya a

a

a K u K u x y
λ + + + +Ω

 
= +  

 
∫                      (15) 

3.3. 最优性系统的四阶差分格式 

在 Maxwell 方程中，我们使用四阶差分格式来近似这些偏导数
x
∂
∂

： 
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∂

 

这里 ,i jv 表示 v 在 ( ),i jx y 处的近似，在计算靠近边界的节点时，使用单边差分近似： 
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，这里算子可以移半个网格点，即在上述公式中，i 和 j 可以移
1
2
。时间导

数项仍采用二阶差分，最后得到最优性系统四阶差分的离散格式： 
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∫                       (19) 

 
注：在以上两种格式中，

1,
2

j
xu
−

、
1,
2

N jx
xu

+

、
1,
2

i
yu

−

、
1,
2

i N y
yu

+

为当 x、y 变量越过边界时取的“虚拟”函数

值。为处理越界问题，采用线性插值，用越界点前(或后)两个点的线性表示来近似代替该点的值。 

4. 数值实验 

考虑区域 [ ] [ ]0,1 0,1cΩ = Ω = × ，时间域取 [ ]0,1 。空间步长和时间步长分别取 62x y −∆ = ∆ = ， 2t x∆ = ∆ 。

令 min max1, 10, 0, 0.1, 9, 20u a a aε µ σ λ λ= = = = = = − = 。选择电磁场 

( ) ( )2 sin cos ,
dxE y x= − π 2π 2π  

( ) ( )2 cos sin ,
dyE y x= π 2π 2π  

( ) ( )cos cos ,dH y x= 2π 2π  

( ) ( )0 1 sin cos ,
10xE y x= − π π  

( ) ( )0 1 cos sin ,
10yE y x= π π  

0 0,H =  
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设置初始常函数
0 00 4, ,

d dx x y ya u E u E= = = 。在下述迭代算法中取 1010eps −= 。 
迭代算法为： 

 
步骤 1 选取 ( ) ( ) ( )2 2

0 0, 0,ca L T∈ Ω ×u L ，令 0k = 。 

步骤 2 分别利用(12)和(16)式计算状态方程，求解出 TE 和 TH 。 

步骤 3 将求得的 TE 和 TH 分别带入(13)和(17)式计算对偶状态方程，求解出 nK 和
1
2

n+
Q ， 0,1, , 1tn N= − 。 

步骤 4 分别计算(14)和(18)式得到 1k+u 。 

步骤 5 分别利用(15)和(19)式得到 1ka + 。 

步骤 6 判断 ( ) ( )2 21 1 0,ck k k kL L T
a a eps+ +Ω

− + − ≤u u 是否成立，若成立输出 1k+u 和 1ka + 。否则，令 1k k= + ，转步骤 2。 

步骤 7 计算离散目标泛函值。 

4.1. FDTD 格式的数值模拟 

以下给出了状态变量、对偶状态变量以及控制变量的数值模拟，具体的计算结果如图 1 所示，其中

图 1(a)描述的是最优电流密度函数 xu 的数值解，图 1(b)描述的是最优电流密度函数 yu 的数值解，图 1(c)
描述的是 1t = 时最优电场强度 xE 的数值解，图 1(d)描述的是 1t = 时最优电场强度 yE 的数值解，图 1(e)
描述的是 1t = 时最优磁场强度 H 的数值解。 
 

 
(a) 最优电流密度函数 xu 的数值解                   (b) 最优电流密度函数 yu 的数值解 

 
(c) 1t = 时最优电场强度 xE 的数值解                 (d) 1t = 时最优电场强度 yE 的数值 
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(e) 1t = 时最优磁场强度 H 的数值解 

Figure 1. Calculation results of the optimality system based on FDTD scheme 
图 1. 最优性系统基于 FDTD 格式的计算结果 
 

 
(a) 最优电流密度函数 xu 的数值解                   (b) 最优电流密度函数 yu 的数值解 

 
(c) 1t = 时最优电场强度 xE 的数值解                 (d) 1t = 时最优电场强度 yE 的数值 
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(e) 1t = 时最优磁场强度 H 的数值解 

Figure 2. Results of the optimality system based on the fourth difference scheme 
图 2. 最优性系统基于四阶差分格式的计算结果 

4.2. 四阶差分格式的数值模拟 

以下给出了状态变量、对偶状态变量以及控制变量的数值模拟，具体的计算结果如图 2 所示，其中

图 2(a)描述的是最优电流密度函数 xu 的数值解，图 2(b)描述的是最优电流密度函数 yu 的数值解，图 2(c)
描述的是 1t = 时最优电场强度 xE 的数值解，图 2(d)描述的是 1t = 时最优电场强度 yE 的数值解，图 2(e)
描述的是 1t = 时最优磁场强度 H 的数值解。 

在选取相同大小的参数下，FDTD 格式迭代三次便能满足 ( ) ( )2 2
10

1 1 0, 10
ck k k kL L Ta a −

+ +Ω
− + − ≤u u ，而四

阶差分格式迭代四次达到了同样的约束条件。由于问题本身没有解析解，无法从误差大小的角度来比较精度，

但是从图 1(a)、图 1(b)和图 2(a)、图 2(b)来看，四阶差分格式的图像更加平滑，因此四阶差分格式更加精确。 

5. 总结 

本文主要研究受 Maxwell 方程约束的最优控制问题，求解难度主要来源于 Maxwell 方程的复杂性。

该最优控制问题带有两个控制 u和 a，且是控制受控的。本文的工作是基于 Lagrange 乘子法和 Helmholtz
分解理论，将 Maxwell 方程最优控制问题转化为由状态方程、对偶状态方程、最优性条件三者联立形成

的最优性系统，再分别利用 FDTD 格式、四阶差分格式建立最优性系统的离散格式，在此基础上分别求

解最优性系统中的状态量、对偶状态量，再带入最优性条件中求解控制 u和 a。为了避免求解大型耦合代

数方程，采用迭代法进行计算，数值结果验证理论分析结论的正确性。 
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