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摘  要 

随着信息技术的发展，近年来许多领域对在线变点检测方法的需求急剧增加，在线变点检测使人们在观

测到越来越多数据时能够连续检测模型是否仍然不变，这在实际数据监控中有重要的应用价值。本文提

出基于S-BCUSUM (Sequential Backward Cumulative Sum)监测统计量的封闭式在线变点检测方法用

于研究回归模型系数变点的在线监测问题，在一定条件下，给出监测统计量在原假设和备择假设下的渐

近性质，并通过渐近分布得到拒绝阈值。模拟结果表明，所提方法能较好地控制检验水平，且有较高的

功效和较短的平均运行长度。实例分析表明，所提方法能有效监测北京市PM2.5浓度与空气污染物和气象

因素之间的动态关系，这为政府部门的空气质量治理工作提供一定的理论支持，具有一定的应用前景。 
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Abstract 
With the development of information technology, the demand for online change point detection 
methods has increased dramatically in many fields in recent years. Online change point detection 
enables people to sequentially the hypothesis that the model still holds as more and more data are 
observed. It’s widely used in data monitoring in practice. In this paper, a closed-end online change 
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point detection method based on the sequential backward cumulative sum statistic is proposed to 
investigate the online detection problem for the parameter change in linear regression model. 
Under certain conditions, the asymptotic properties of the monitoring statistic under the null hy-
pothesis and the alternative hypothesis are proved. In addition, rejection threshold is obtained 
from the asymptotic null distribution. Simulation results show that the proposed method is able to 
control the test level well, and has higher power and shorter average run length. The example 
analysis shows that the proposed method can effectively monitor the dynamic relationship be-
tween PM2.5 concentration, air pollutants and meteorological factor in Beijing, which provides a 
certain theoretical support for the government’s air quality control work and has certain applica-
tion prospects. 
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1. 引言 

变点指的是模型中某个或某些量起突然变化的点，这种变化通常反映出该模型质的变化。变点问题

的研究对象大多是时间序列数据，即按照时间顺序排列而成的数据序列。变点问题最初来源于 Page [1]
在 Biometrika 上发表的一篇关于连续抽样检验的文章，文中指出人们通过抽检生产线上的产品以检测产

品质量是否出现较大波动，若产品质量变化超出其质量控制范围，则要判断产品何时出现质变，及时预

警并修正，以免出现更多的次品。此后，许多统计学者和应用工作者对这一问题进行了深入的研究，取

得了一系列显著的成果。尤其是近 30 年以来，变点问题的研究在理论和应用上都取得了重大的进展，具

体相关内容可参考文献综述和专著[2] [3] [4] [5] [6]。 
回归模型是应用最广泛的一类模型，经典的回归模型假定回归系数在整个样本空间保持不变，但是

实际数据的复杂性使得经典回归模型已经不能很好地反映响应变量与协变量之间的关系，因此含变点的

回归模型引起了众多学者的重视，当数据为一维或二维的情形时，该模型将退化为均值模型或线性模型。

根据抽取样本的类型，变点检测方法可分为离线变点检测(也叫回顾性检验、后验检验)和在线变点检测(也
叫序贯监测、在线监测)。随着技术的发展，近年来几个领域对在线变点检测算法的需求急剧增加，如信

息技术与网络安全、监测不良健康事件、工业过程监控等。因此，如何快速监测到系统在任意时刻出现

的变点并发出预警，避免决策失误、减少损失、降低风险、提高效率成为人们日益关注的话题。 
在线变点检测问题最早是由 Chu等[7]提出的，其主要思想是对一组连续观测的新样本数据进行监测，

当监测统计量的值超过给定的极限临界值时停止且记当前时刻为变点，并对现有模型进行调整，否则一

直监测下去。在线变点检测算法通常应用监测统计量与边界函数的关系分析模型中存在的变点，根据需

要监测的总样本量，该算法可分为封闭式和开放式两种研究类型，前者需要提前设定监测样本量，后者

对需要监测的样本量无限制，则可以一直监测到发现变点为止。近年来，研究学者在在线变点检测方面

取得了一些成果。Horváth 等[8]在 Chu 等人方法的基础上基于最小二乘估计残差定义了一种 CUSUM 
(Cumulative Sum)监测函数，用于研究具有独立同分布误差的线性回归模型系数变点在线检测问题，但是

该方法在监测距离起始时刻较远的变点时延迟时间较长。为了解决此问题，一些改进的方法相继被提出，

如 Horváth 等[9]和 Aue 等[10]提出滑动和(Moving Sum, MOSUM)统计量在线检测位置模型变点；Chen 等
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[11]引进一个窗宽参数，将其它时刻出现的变点“移动”到开始时刻，提出一种改进的滑动和统计量

(Modified Moving Sum, mMOSUM)来研究线性回归模型结构变点的在线检测问题，但是模拟结果显示该

方法功效较低；Fremdt 等[12]提出在线检测回归模型系数变点的累积和(Page-CUSUM)统计量，在一定程

度上提高了监测的稳定性。上述三种监测统计量的主要区别在于部分和中所含观测样本量不同，其中

MOSUM 使用的是恒定窗宽，使得部分和中包含的样本量保持不变；mMOSUM 通过引入窗宽系数，采

用滑动方法改变监测起始时刻，从而使部分和中包含的样本量随着观测样本量的变化而变点；

Page-CUSUM 是选择所有可能样本中使部分和达到最大的样本量。Kirch 等[13]使用估计方程作为统一框

架，整合上述三种改进方法，对位置偏移、线性回归和自回归进行开放式在线变点检测。Dette 等[14]基
于似然比检验提出一种监测 d 维时间序列一般参数变点的封闭式在线检测方法，这些参数可以由经验分

布函数的近似线性泛函来估计，证明了统计量的渐近性质，由于引入了自归一化，不需要估计长期方差，

但是该方法计算成本昂贵。Kojadinovic 等[15]基于经验分布函数提出一种非参数的封闭式变点监测方法，

通过将检测器与重采样估计的阈值函数进行比较，使虚警概率在监测周期内保持近似恒定，与 Dette 等人

所提方法的主要区别在于该方法涉及一个加权，允许对最近的观测给予或多或少的重要性。Song [16]提
出一种对异常值具有稳健性的开放式在线检测方法来研究时间序列的参数变点问题，并使用 DP (Density 
Power)散度推导了该方法中的检测器和停时。Gösmann 等[17]对多元时间序列的参数变点提出了一种新的

开放式在线监测方法，与以往的文献中提出比较训练样本计算出的估计量与剩余样本计算出的估计量不

同的是，该方法建议在训练样本之后的每个时间点分割样本，然后连续比较来自所有分割点之前和之后

的样本估计值，计算差异的最大范数。在开放式情形下，证明了备择假设下的参数变点的一致性。Holmes
等[18]提出基于 retrospective CUSUM 的开放式非参数序列变点监测方法，在为选择的检测器提出合适的

阈值函数后，研究了在监测均值变化的特殊情况下，即在平稳性的零假设和相关的备择假设下，方法的

渐近有效性。只要变点不靠近监测的起始时刻，该方法的性能会优于 Gösmann 等人的方法。然而，就目

前所知，对于模型中参数变化的在线变点检测方法的相关研究仍然较少，同时在线变点检测问题将是未

来的关注热点，算法中存在的功效较低以及平均运行长度较长等问题亟待进一步解决，从而为相关领域

的工作者及时发现变点做出相应决策提供方法保障，本文考虑封闭式情形下的在线变点检测方法。 
本文余下部分的结构如下：在第 2 节，首先，介绍模型和假设。进一步，构造 S-BCUSUM 统计量，

并给出原假设和备择假设下封闭式变点监测统计量的渐近性质以及估计量的相合性。在第 3 节，在一系

列数值模拟实验下评估监测统计量的有限样本性质。在第 4 节，通过一组北京市空气中 PM2.5 浓度以及相

关影响因素的数据建模来验证所提方法的可行性。 

2. 变点监测模型 

2.1. 模型和假设 

基于参数设置，考虑如下的线性回归模型： 
,    1t t t t ty ε′ < ∞= + ≤x β                                 (1) 

其中 ty 是响应变量， ( )1 2, , ,t t t tkx x x ′=x  为 1k × 维的协变量， tβ 是依赖于时间指标 t 的 1k × 维回归系数向

量， tε 为不可观测的随机误差项。若式(1)中包含一个常数项，则对于任意的 t，有 1 1tx = 。 
假定前 n 个样本无污染，等价于在观测前 n 个样本时，模型中没有产生变点，即 

,    1t t n≤= ≤β β                                   (2) 

其中 β 是一个固定的 1k × 维向量，称这 n 个数据为历史数据，从第 n + 1 个新观测的样本开始在线检测回

归系数 tβ 是否发生改变，直到在线检测系统发出警报(产生变点)，或者到第[mn]个样本结束监测。其中，

当1 m< < ∞时，定义为封闭式在线检测；当 m = ∞时，定义为开放式在线检测。 
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考虑如下的假设检验问题： 

0 : ,    1, 2,t t n nH += = + β β                            (3) 

( )1 2
1 , 1, 2,: tH n t nn t n−= + = + +g β β                        (4) 

其中 : k→g R R 为有界的分段常值函数。若备择假设 1H 成立，说明参数向量 tβ 发生了变化，需对模型中

存在的未知变点进行估计。 
为了研究检验统计量的渐近性质，做以下假设。 
假设 1 
(A1) 对于所有的 t，误差 tε 满足 ( ) 0tE ε = ， ( )2 2 0tE ε σ= > 以及 ( )8

tE ε < ∞。 

(A2) 对于所有的 t， ( )8
tE < ∞x 成立，且对任意的 t k> ，样本协方差矩阵 1

1

ˆ
t

t j j
j

t−
=

′= ∑C x x 一致正定，

并有 ˆ P
t →C C 。其中 ⋅ 表示∞ -范数，C 是 k k× 的非奇异常数矩阵， P→表示依概率收敛。 

(A3) 存在一个正定矩阵Ω，使得 1

1 1

n n
P

t t t t
t t

n ε ε−

= =

′   →  
  
∑ ∑x x Ω。 

假设 2 { }, 1, tt tε ≥ 是鞅差序列，其中 t 是由 ( ){ }1, ,i i i tε+
′′ ≤x 产生的σ 领域。 

假设 3 边界函数的形式为 ( ) ( )b r d rαλ= ，且 ( )d r 连续，存在 0ε > ，使得对任意的 0r ≥ 有 ( )d r ε> ，

其中 αλ 为临界值，α 为给定的显著性水平。 

2.2. 监测统计量 

针对式(3)和式(4)中的假设检验问题，传统的一元 CUSUM 检验考虑根型边界函数 

( ) ( )( ) ( )2log log 1radb r r r rα= − > 进行在线变点检测，根据文献可知，一元 CUSUM 检验的功效受协变

量均值与参数变化方向的夹角影响，因此，可将一元 CUSUM 在线检测方法推广到多元的情况，于是多

元 CUSUM 监测器定义如下： 

( ) ( ) 1
,

1

21 ˆ1 ,   
t

onli
t n n n n t j

j nn

t n t n
n

ε
σ

−

= +

= − = >∑Q Q Q C x 


                  (5) 

其中，检验统计量 ( )n rQ 定义如下： 

( )
[ ]

1 2

1

1 ˆ
rn

n n t t
tn

r
n

ε
σ

−

=

= ∑Q C x 


                             (6) 

式中 ( ) ( )21

1

n

n i
i k

n kσ ε ε−

= +

= − −∑   ，这里 ( ) 1

1

n

i
i k

n kε ε−

= +

= − ∑  ； iε 为递归残差，即标准化的超前一步预测误差，

它的定义如下： 

( )
1

1
1 1

ˆ
,    1

1
i i i

i

i i i i

y
i kε −

−
− −

′−
= ≥ +

′ ′+

x

x X X x


β
                        (7) 

式中，当 1, ,i k=  时， 0iε = ， [ ]1 1 2 1, , ,i i− −
′=X x x x ， [ ]1 1 2 1, , ,i iy y y− −

′=Y  ， ( ) 1
1 1 1 1 1

ˆ
i i i i i

−
− − − − −′ ′= X X X Yβ 。

令 0 m< < ∞，对任意的 [ ]0,r m∈ ， ( )n rQ 是 k 折积空间 [ ]( ) [ ]( ) [ ]( )0, 0, 0,
k

D m D m D m= × × 中的元素。

在假设 1 的条件下，多元序列 t tεx 满足多元泛函中心极限定理[19]，类似地，也适用于基于递归残差的多

元 CUSUM 过程。 
定理 1 设假设 1 和假设 2 成立。 
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(A1) 若原假设成立，则对于任意的 0 m< < ∞，当 n →∞ 时，有 

( ) ( ) ( ) [ ],    0,k
n r r r m⇒ ∈Q B                                (8) 

其中 ( ) ( )k rB 是一个 k 维的标准布朗运动。 
(A2) 若备择假设成立，则对于任意的 0 m< < ∞，当 n →∞时，有 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]1 2 ,    0,k
n r r r r m⇒ + ∈Q B C h                            (9) 

其中， ( ) ( ) ( )
0 0 0

1 1 1d d d
r r z

r z z v v z
zσ σ

= −∫ ∫ ∫h g g 。若 ,
onli
t nQ 在 t n> 中至少有一次大于边界函数 

( )( )tb d t n nαλ= − ，拒绝原假设。对于1 m< < ∞，相应的最大统计量为 

[ ] ( )( )
,

1, ,, max
onli
t n

t n mnn m d t n n= +
=

−

Q


                               (10) 

根据定理 1、假设 3 和连续映射定理可得： 
(A1) 若原假设成立，则当 n →∞时，有 

( ) ( )
( )0 1

, supn m
m

d

k

r

r

d r< < −
→

B
                                (11) 

(A2) 若备择假设成立，则当 n →∞ 时，有 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )0 1

1 2

,

1 1
sup

k

r m

d
n m

r r

d r< < −

+
→

+ −B C h h
                       (12) 

为了提高变点监测性能，引入 S-BCUSUM 统计量，从而得到更优的在线变点检测方法，令 

( )
( ) ( )( )

( )( )1, ,

1
max

1
n n

n s t

t n s n
t

d t s n=

− −
=

− +

Q Q


                         (13) 

S-BCUSUM 的基本思想是在每个时刻 1, ,t n=  处有序地计算该统计量，得到序列 

( ) ( )1 , ,n n n  ，S-BCUSUM 统计量是这些统计量序列中的最大值。该序列尤为重要的特征是它对

于 t 时刻的σ 代数流可测，使得 ( )n t 适用于进行在线变点检测。因此，S-BCUSUM 监测器定义如下： 

,
1 2

,
1 ˆ ,    1 ,

t

s t n n j j
j sn

s t t
n

ε
σ

−

=

= ≤ ≤ ∈∑SBQ C x 



N                      (14) 

在满足 s t≤ 的条件下，根据 s 和 t 的取值不同，式(14)会形成一个三角数组结构。 
假设 4 二维边界函数的形式为 ( ) ( ), ,b r s d r sαλ= ，且 ( ),d r s 连续，存在 0ε > ，使得对任意的 0 s r≤ ≤

有 ( ),d r s ε> 。 
当 t n> 时，式(14)对于 t 时刻的σ 代数流可测，进而可用于在线变点检测，其封闭式变点监测统计

量 S-BCUSUM 定义如下： 

[ ]
( )

( )( )
, ,

, 1, , 1, ,[ ] 1, ,
max max max

, 1
s t n

n m nt n mn t n mn s n t
t

d t n s n= + = + = +
= =

−

SBQ
  

                (15) 

( )n t 统计量具备序贯特性，将所有 ( )n t 堆叠起来产生一个新的最大值，同时相应的极限分布

中会有 2 个上确界，S-BCUSUM 通过多种方式采用递归残差，使得 ( )n t 在不同 t 的取值下所构成的集

合与 CUSUM 检验相比包含了更多元素。Dette 等[14]已经提出类似的想法，不过作者是基于似然比检验

进行变点检测，其检测器由似然比统计量的三角形数组结构的最大值给出，这也导致了双最大统计量。
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如果对于某个 s 和 t ( n s t< ≤ )，有 , ,s t nSBQ 大于 ( )( ), , 1s tb d t n s nαλ= − 或者式(15)大于 αλ ，则拒绝原假

设。本文二维边界函数中的 ( ),d r s 采用 ( )1 2 r s+ − 。 
根据定理 1、假设 4 和连续映射定理可得： 
(A1) 若原假设成立，则当 n →∞时，有 

( ) ( ) ( ) ( )
( ),

0 1 0
sup sup ,   1

,

k k

n m
r m s

d

r

r s
m

d r s< < − < <
→

−
< < ∞

B B
               (16) 

(A2) 若备择假设成立，则当 n →∞ 时，有 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2

1

1

,
0 0

1 1
sup sup

,

k k

n m
r m s r

d
r s r s

d r s< < − < <


+


− + +
→

−B B C h h
           (17) 

为了说明S-BCUSUM检验的优势，研究CUSUM和 S-BCUSUM检验在备择假设下的渐近功效性质，

不失一般性，考虑 ( )1 2
t n t n−= + gβ β 的单变点模型，式中 ( ) { }r

r I
τ ∗≥

=g c ， k∈c R 以及τ ∗ 表示变点位置，

{ }r
I

τ ∗≥
是示性函数，如果 r τ ∗≥ ，那么 { } 1

r
I

τ ∗≥
= ，否则 { } 0

r
I

τ ∗<
= 。由 ( )rh 的表达式可知 

( ) ( ) { }
1 1

0

1d d d log log
r

r r z
r z v z r

z
I

τ τ τ
σ σ τ τ∗ ∗ ∗

− − ∗

≥

∗ = − = − 
 ∫ ∫ ∫h c c              (18) 

图 1 展示了 CUSUM 和 S-BCUSUM 检验在 2m = 的渐近功效曲线。实验循环 100,000 次，基于 1000
个等距网格点近似极限分布中的布朗运动，采用调整检验水平为 5%的临界值。图 1(a)~(f)的功效结果表

明，除了 1.1τ ∗ = 外，当变点位置位于其他位置时，S-BCUSUM 检验相比 CUSUM 检验有更好的变点检

测性能，随着变点位置越靠后，其优势显著提升。从图 1(e)中可看出，对于固定的 c σ ，整体来看，变

点位置的变化对于 S-BCUSUM 检验的影响较弱一些。 
 

 
Figure 1. Asymptotic power curves of CUSUM and S-BCUSUM 
图 1. CUSUM 和 S-BCUSUM 的渐近功效曲线 
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然而，对于变点监测统计量性能度量，比功效更重要的评价指标是平均运行长度，因为在监测时间

足够长的情况下，任何一个固定的非平凡备择假设成立时，都能检测到变点。有学者基于 OLS (Ordinary 
Least Squares)残差的 CUSUM 检验研究在线变点检测问题时，推导了停时的渐近分布[20] [21]，在前人研

究的基础上，由本节定义的两个监测统计量 ,n m 和 ,n m 及其相应的显著性水平为α 的临界值 , ,1mαλ 和

, ,2mαλ 定义停时： 

[ ]
( )( )

,
, ,1

, ,1

min 1 1
onli
t n

n m
m

n t mn
d t n n α

τ
λ

  = + ≤ ≤ ≥ 
−  

Q
                    (19) 

[ ]
( )( )

, ,
, ,2

, ,2

min 1 max 1
, 1

s t n
n m n s t

m

n t mn
d t n s n α

τ
λ< ≤

  = + ≤ ≤ ≥ 
−  

SBQ
                (20) 

在前面考虑 { }
1 2

t r
n I

τ ∗
−

≥
= + cβ β 的模型下，当 n →∞ 时，相对停时满足： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

, ,1
,

, ,1

1 1 )
inf 1 1

1 2 1
n m d

n Q
m

B r B h r h
r m

n r α

τ
τ

λ

 − + − → < < ≥ 
+ −  

              (21) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

, ,2
,

1 , ,2

inf 1 sup 1
1 2

n m d
n SBQ

s r m

B r B s h r h s
r m

n r s α

τ
τ

λ< <

 − + − → < < ≥ 
+ −  

           (22) 

由上式可获得渐近平均运行长度，即 ( )|n nE mτ τ τ τ∗ ∗≤ ≤ − ，其中 { }, ,,n n Q n SBQτ τ τ∈ 。 
图 2 展示了三种方法在 4m = 以及变点取不同值时的渐近平均运行长度，其中 CSW 方法与 CUSUM

方法的区别在于，它是采用根型边界函数的一元 CUSUM 检验。从图 2(a)和图 2(b)可以看出，当真实变

点τ ∗ 分别固定为 1.5 和 3 时，随着结构突变 c σ 的增加，所有方法的平均运行长度都在减小，其中

S-BCUSUM 都表现较优；从图 2(c)可看出，当固定 c σ 时，变点位置发生改变，S-BCUSUM 的平均运行

长度都是较低的且基本上恒定不变，说明该方法对变点位置的依赖性较弱，反之，除靠近监测范围的两

端点外，变点位置越靠后，CUSUM 和 CSW 方法的平均运行长度均呈现上升趋势。 
 

 
Figure 2. Asymptotic average run length 
图 2. 渐近平均运行长度 

 
S-BCUSUM 方法监测到模型存在变点后，需估计变点的具体位置，不失一般性，仍考虑 

{ }t r
I

τ ∗≥
= +β β δ 的含变点模型，其中 ≠ 0δ 。假设 dn 为监测统计量首次超过边界函数时所对应的时间，由

于真实变点往往接近于停时，使得采用传统的极大似然估计量其估计误差很大[22]，考虑 

https://doi.org/10.12677/orf.2023.132084


王继梅 
 

 

DOI: 10.12677/orf.2023.132084 825 运筹与模糊学 
 

,

1, ,
ˆ arg max

1
d

d

t n
onl

t n n dn n t
τ

= +
=

− +

BQ



                              (23) 

定理 2 令 { }t t n
I

τ ∗≥
= +β β δ ，其中 ≠ 0δ ，且满足假设 1，则对于 ( ]1, dn nτ ∗ ∈ ，当 n →∞ 时，有

ˆ P
onlτ τ ∗→ 。 

定理 2 根据 ( )rh 的表达式、定理 1 及连续映射定理可得，该定理表明估计量 ônlτ 是τ ∗ 的相合估计。 

3. 模拟研究 

本节通过数值模拟讨论基于 S-BCUSUM 的在线检测方法的有限样本性质，主要分析不同变点位置、

历史样本量以及监测样本量对监测结果的影响。数据由三种情形下的模型产生： 

,     1, ,t t tu t ny ε= + =                            (情形 1) 

1 ,     1, ,t t t ty nu z tε= =+ +                          (情形 2) 

10.5 ,     1, ,t t t ty tu y nε− == + +                         (情形 3) 

其中 { }0.9t t n
u I

τ ∗≥
= ， ( )1 0.5t tz L e= + ，这里 L 是滞后算子， te 与 tε 独立且服从于标准正态分布。对于情

形 1 和情形 2 考虑整体结构突变检验，对于情形 3 考虑部分结构突变检验，其中 ( )1,0 ′=H 。 
通过 100,000 次重复实验得到 ,n m 在原假设下的极限分布的1 α− 分位数作为临界值，其中标准布

朗运动利用 50,000 个独立正态随机变量来逼近，根据α 、k 及 m 的不同取值，得到的临界值如表 1 所示。 
 
Table 1. Critical values for S-BCUSUM 
表 1. S-BCUSUM 的临界值 

  m 

k α  1.3 1.5 1.7 1.9 2 4 6 10 

1 

0.10 0.878 0.988 1.052 1.095 1.112 1.261 1.317 1.393 

0.05 0.962 1.067 1.134 1.181 1.198 1.337 1.392 1.464 

0.01 1.118 1.236 1.306 1.349 1.359 1.485 1.529 1.589 

0.10 0.956 1.069 1.136 1.175 1.197 1.344 1.398 1.464 

2 

0.05 1.036 1.146 1.214 1.257 1.279 1.409 1.472 1.525 

0.01 1.202 1.316 1.383 1.430 1.448 1.565 1.604 1.668 

0.10 1.003 1.116 1.181 1.227 1.245 1.381 1.445 1.502 

3 

0.05 1.068 1.200 1.262 1.309 1.322 1.456 1.516 1.563 

0.01 1.249 1.367 1.430 1.473 1.488 1.604 1.638 1.694 

0.10 1.034 1.145 1.215 1.261 1.278 1.411 1.471 1.529 

4 

0.05 1.098 1.231 1.289 1.331 1.348 1.484 1.540 1.590 

0.01 1.276 1.394 1.448 1.488 1.515 1.621 1.672 1.720 

0.10 1.053 1.176 1.242 1.283 1.302 1.433 1.491 1.547 

5 

0.05 1.120 1.253 1.316 1.357 1.374 1.511 1.559 1.605 

0.01 1.288 1.407 1.490 1.530 1.547 1.649 1.683 1.739 

0.10 1.070 1.202 1.262 1.306 1.320 1.452 1.508 1.566 
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Continued 

6 

0.05 1.142 1.273 1.339 1.379 1.395 1.527 1.573 1.618 

0.01 1.303 1.437 1.524 1.557 1.573 1.661 1.695 1.753 

0.10 1.089 1.218 1.276 1.318 1.336 1.473 1.527 1.576 

7 

0.05 1.156 1.285 1.358 1.396 1.412 1.545 1.585 1.633 

0.01 1.305 1.446 1.535 1.569 1.578 1.677 1.720 1.767 

0.10 1.102 1.230 1.291 1.332 1.350 1.484 1.538 1.588 

8 

0.05 1.169 1.304 1.371 1.410 1.424 1.553 1.596 1.645 

0.01 1.316 1.454 1.540 1.577 1.581 1.687 1.729 1.778 

0.10 1.113 1.244 1.306 1.345 1.363 1.495 1.544 1.595 

9 
0.05 1.185 1.317 1.385 1.422 1.434 1.560 1.602 1.653 

0.01 1.327 1.461 1.544 1.577 1.590 1.691 1.739 1.796 

 
假设历史样本量 50,200,500n = ，显著性水平取 0.05α = ，对于每个历史样本量 n，从 n + 1 开始监

测，直至[mn]停止，总样本量为 2n 和 4n，表 2 列出了原假设下两个变点监测统计量在不同情形下的检验

水平。从表中可看出大部分检验水平都接近显著性水平 0.05，当历史样本量 n 不变时，随着 m 的增加检

验水平有少许增大，意味着误报率在增大，当其他变量保持相同，历史样本量 n 逐渐增加时，检验水平

基本呈现减少趋势，说明了历史样本量越多对监测结果的影响越小，总体来看，S-BCUSUM 能更好地控

制检验水平，以下所有模拟实验重复次数均设为 5000 次。 
 
Table 2. Test level 
表 2. 检验水平 

  n = 50 n = 200 n = 500 

情形 统计量 m = 2 m = 4 m = 2 m = 4 m = 2 m = 4 

情形 1 
CUSUM 0.053 0.057 0.047 0.058 0.044 0.050 

S-BCUSUM 0.044 0.056 0.044 0.055 0.042 0.050 

情形 2 
CUSUM 0.094 0.102 0.059 0.059 0.052 0.054 

S-BCUSUM 0.078 0.092 0.056 0.060 0.049 0.053 

情形 3 
CUSUM 0.065 0.071 0.049 0.053 0.048 0.051 

S-BCUSUM 0.053 0.075 0.045 0.056 0.045 0.053 

 
考虑不同变点位置、历史样本量以及监测样本量对变点监测效果的影响，表 3 给出了备择假设下两

个变点监测统计量在不同情形下的平均运行长度。从表中可看出，当其他参数不变，随着变点时刻的推

迟 CUSUM 方法的平均运行长度明显增加，只有变点位置离监测起始时刻较近时，它才有良好的监测效

果，而 S-BCUSUM 方法的平均运行长度相对较低且波动幅度较小，说明 S-BCUSUM 受变点位置的影响

较弱。当历史样本量和监测样本量都增加时，平均运行长度随之变长，S-BCUSUM 方法的平均运行长度

增长速度不是特别明显。无论是哪种情形的数据，S-BCUSUM 方法的监测效果基本上都优于 CUSUM 方

法，尤其是监测周期较长和数据情况较为复杂时。 
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Table 3. Average run length 
表 3. 平均运行长度 

 
 情形 1 情形 2 情形 3 

变点 CUSUM S-BCUSUM CUSUM S-BCUSUM CUSUM S-BCUSUM 

n = 200 
m = 2 

1.1 23.5 23.3 23.4 23.2 24.8 24.9 

1.3 31.3 22.4 30.4 22.4 34.6 23.3 

1.5 38.9 22.1 37.3 22.2 43.3 22.6 

1.7 38.2 21.9 35.6 21.8 37.9 22.1 

n = 300 
m = 2 

1.1 27.1 26.6 26.9 26.2 28.4 27.9 

1.3 36.2 25.5 35.0 25.4 39.2 26.5 

1.5 44.8 25.3 43.3 25.2 50.0 25.8 

1.7 51.1 25.2 47.8 24.8 52.3 25.5 

n = 500 
m = 4 

2.2 93.6 30.1 89.1 29.8 103.9 30.3 

2.6 115.5 30.3 109.7 29.9 128.5 30.0 

3.0 137.6 30.3 130.7 29.9 154.0 30.0 

3.4 158.3 30.4 150.9 29.9 175.3 29.8 

4. 实例分析 

随着全球经济的快速发展，能源、交通规模显著扩大，城市化进程显著加快，人类活动对生态环境

的影响日益增强，最明显的问题是空气污染。空气质量问题一直是我国的重要环境问题之一，我国从改

革开放以来仅用了三十多年就完成了很多欧美国家需要百年才能完成的发展目标，但是这样高速的发展

使得我国的空气质量一直不容乐观，空气质量问题会危害人们的健康，比如增加呼吸道、肺部疾病等诸

多疾病的发病率，会带来雾霾等天气异常状况，严重影响人们的生活，比如阻碍人们出行，也会给我国

经济造成巨大损失。本文探究北京市的 PM2.5 浓度(环境空气中空气动力学当量直径小于等于 2.5 μm 的颗

粒物，也称细颗粒物)与空气污染物和气象因素之间的关系，空气中 PM2.5 的浓度越高，意味着空气污染

就越严重。一方面，PM2.5 作为反映空气质量的主要因素，其质量轻，体积小，活性强，极易附带有毒、

有害物质(如重金属、微生物等)，并且能够长时间存在于大气之中，凭借体积小和易于随空气扩散的特性

可以轻松进入人体呼吸道深处，给人体带来极大危害。自 2013 年北京雾霾事件以来，北京民众对 PM2.5

的敏感程度较高，对 PM2.5 影响因素的许多研究通常仅考虑其他几种污染物或者仅考虑气象因素，很少同

时考虑这两方面因素的综合影响。另一方面，北京市空气质量问题一直以来都是人们普遍关注的话题，

北京作为我国的经济、政治、文化中心，也是我国最早进入工业化的城市之一，其空气质量问题不仅影

响着当地居民的健康和生活，还关系着我国在国际社会上的国际形象，因此，坚持推进北京空气质量持

续改善尤为重要。利用本文所提出的在线变点检测方法监测 PM2.5 时间序列的变点，探究 PM2.5 浓度与空

气污染物和气象因素之间的动态关系，分析导致变点产生的主要原因，揭示北京空气质量的变化特征，

为日后相关研究和空气质量治理工作提供理论支持。 
以 2019 年 1 月 1 日至 2020 年 12 月 31 日北京市五种空气污染物和一种气象因素为研究对象，即细

颗粒物(PM2.5, μg/m3)、二氧化硫(SO2, μg/m3)、一氧化碳(CO, μg/m3)、二氧化氮(NO2, μg/m3)、臭氧(O3, μg/m3)
和风速(Wind speed, m/s)，时间跨度为 731 天，运用变点监测模型综合分析这两方面因素对 PM2.5 的影响。

其中，PM2.5、SO2、CO、NO2 和 O3 的小时浓度数据来自中国空气质量在线监测分析平台，按采集粒度
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24 小时统计得到逐日浓度数据。气象因素对空气质量存在显著影响，但气象数据收集相对比较困难，且

有研究显示对 PM2.5 起重要作用的是风速，因此本文尚未考虑其他气象因素。风速数据来源于美国国家海

洋和大气管理局(National Oceanic and Atmospheric Administration, NOAA)下设的国家环境信息中心

(National Centers for Environmental Information, NCEI)，网址为 
https://www.ncei.noaa.gov/data/global-summary-of-the-day/archive/，获取的原始数据是气象观测站点的数据，

每个站点记录了逐日的气象指标，首先，基于气象站点的经纬度及其逐日平均风速数值，采用反距离权

重法插值得到全国范围的逐日平均风速栅格图，再基于全国地级市的行政边界数据和风速栅格图，统计

出北京市逐日平均风速数值。 
将 2019 年 1 月 1 日至 2019 年 12 月 31 日 PM2.5 逐日数据作为响应变量，SO2、CO、NO2、O3 和 Wind 

speed 逐日数据作为协变量，建立线性回归模型。从该模型中提取残差序列，画出相关系数和时序图(图
3 上方)，由图可知，残差序列的自相关系数长期位于零轴的一边，且序列高度相关，说明随着时间的变

化，PM2.5 与五种因素之间的关系是动态变化的，如果使用平稳模型会忽略数据的动态结构，可能导致统

计推断的偏差，该数据符合本文模型的特征，因此使用本文的方法对这组数据进行在线变点检测。2020
年 1 月 1 日至 2020 年 12 月 31 日的数据也有类似的结论(图 3 下方)，这里不再赘述。 
 
 

 
Figure 3. Autocorrelation coefficients and time series plots of residuals (top: 2019; bottom: 2020) 
图 3. 残差的自相关系数和时序图(上：2019；下：2020) 

 
通过分析响应变量 PM2.5 与协变量之间的动态关系，来说明本文方法的有效性。设显著性水平为 0.05，

历史样本量为 36，考虑变点监测统计量 CUSUM 和 S-BCUSUM 分别对 2019 年和 2020 年的数据进行在

线变点检测。首先，取 2019 年 3 月 6 日至 2019 年 4 月 10 日的数据作为第一阶段监测的历史样本，从

2019 年 4 月 11 日开始进行监测，在 2019 年 5 月 18 日时监测统计量 S-BCUSUM 取值大于相应的临界值，

从而拒绝原假设，即序列存在变点，发出报警，监测持续到 2019 年 6 月 15 日时，监测统计量 CUSUM
拒绝原假设，至此第一阶段监测结束。接着，取 2019 年 6 月 16 日至 2019 年 7 月 21 日的数据作为第二
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阶段监测的历史样本，从 2019 年 7 月 22 日开始进行监测，在 2019 年 10 月 13 日 S-BCUSUM 拒绝原假

设，继续监测到 2019 年 10 月 20 日，CUSUM 拒绝原假设，于是结束第二阶段监测。最后，通过第三阶

段监测，两种方法均未拒绝原假设。类似地，对 2020 年的数据进行在线变点检测，结果发现 S-BCUSUM
分别在 2020 年 4 月 27 日、2020 年 7 月 19 日和 2020 年 10 月 9 日监测到变点，CUSUM 在 2020 年 5 月

29 日和 2020 年 8 月 26 日监测到变点，在第三个监测阶段该方法并未监测到变点，其中三个监测阶段的

平稳段分别是 2020 年 2 月 23 日至 2020 年 3 月 29 日、2020 年 5 月 30 日至 2020 年 7 月 4 日和 2020 年 8
月 27 日至 2020 年 10 月 1 日。上述分析的结果如图 4 所示，浅绿色的阴影区域表示被用作平稳段的观测

值，垂直虚线表示 S-BCUSUM 监测到的变点位置，垂直点线表示 CUSUM 监测到的变点位置，由图可知，

S-BCUSUM 方法能够尽快且准确地监测到变点，验证了理论分析，也表明使用 S-BCUSUM 方法可以节

省宝贵的时间。从这两年的变点检测结果来看，发现变点的位置大部分集中在每年的 4~5 月和 10~11 月，

具有季节性变化特征，每年 3 月到 9 月对应北京的春夏季节，而每年 10 月到第二年 2 月对应北京的秋冬

季节，说明不同季节下的协变量对 PM2.5 浓度的影响有所不同。针对 2020 年 S-BCUSUM 监测到的变点 7
月 19 日，查阅相关资料发现，6 月中旬北京市终结 56 天无本地新增确诊病例，随后新发地疫情爆发，

为应对疫情北京市突发公共卫生事件应急响应级别由三级调升至二级，通过集中隔离、关闭娱乐场所、

禁止聚集性活动、交通出行管制、市民非必要不出京、暂停学生到校等措施，使得各空气污染源受到不

同程度的控制，进而影响空气质量的波动。 
 

 
Figure 4. Online detection results of change points in air quality model (left: 2019; right: 2020) 
图 4. 空气质量模型变点在线检测结果(左：2019；右：2020) 

 
根据五个监测阶段的历史数据构建的模型，分别对其残差序列进行平稳性检验，结果如图 5 所示，

由图可知，Ljung-Box (LB)和Q 统计量[23]长期位于临界值下方，意味着残差不存在显著的序列相关性，

因此各监测阶段的历史样本是合理的。 
综上所述，实证分析结果验证了基于 S-BCUSUM 的在线变点检测方法的有效性和可用性，通过对新

的观测数据进行变点监测，及时判断是否存在变点，发出预警，同时，导致北京市雾霾问题的主要因素

PM2.5 与其他观测指标之间的动态模型描述实际空气质量问题更贴切、更准确，有利于减少后续统计推断

的偏差，在一定程度上反映出了空气质量数据在描述性统计分析时体现的变化特征。相比于 CUSUM 方

法，本文所提出的方法可以较为准确地监测到变点且延迟短。监测到的变点位置能够较好解释引起空气

质量波动的原因，根据其原因的总结，针对北京市空气质量治理工作有如下建议：政府部门要加大对民

众环境保护工作的宣传，提高民众的环保意识；鼓励民众选乘公共交通出行，制定激励政策鼓励民众以
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地热等新能源代替烧煤供暖、以新能源车代替汽油车；政府部门制定政策限制大气污染物排放，保持对

植树造林工作的重视，控制城市施工面积。 
 

 
Figure 5. Residual stationarity test 
图 5. 残差平稳性检验 

5. 结论 

本文主要针对线性回归模型的在线变点检测方法进行相关探究，对于目前变点检测方法存在的局限

性，在前人研究的基础上，探究了基于 S-BCUSUM 统计量的变点监测和估计的统计性质及有限样本行为。

首先，构造了封闭式变点监测统计量 S-BCUSUM，进一步，推导出原假设和备择假设下该统计量的极限

性质及估计量的一致性。模拟研究了三种情形下基于 S-BCUSUM 的在线检测方法相比于 CUSUM 方法其

监测结果受不同变点位置、历史样本量及监测样本量的影响情况，通过模拟统计量的渐近分布得到其拒

绝域的临界值，与 CUSUM 相比 S-BCUSUM 在整体上能更好地控制检验水平，历史样本量和监测样本量

会对方法的检验水平有相反的影响，且在渐近理论和有限样本下 S-BCUSUM 较 CUSUM 有效提高了功效

并缩短了监测的平均运行长度，变点位置越靠后其优势会有显著提升。通过实例分析表明，所提方法能

够有效监测 PM2.5 浓度与空气污染物和气象因素之间的关系在时间维度上的差异性，其结果反映出北京

市季节性变化特征，且新冠疫情期间的关系模型存在显著差异。这为政府部门的空气质量治理工作提供

一定的参考依据，具有一定的现实意义和应用价值。 
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